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SOMMAIRE 
Ce mémoire présente la mise en équation du comportement des rotors dont tant la 
partie en rotation que la partie fixe sont asymétriques, ainsi qu'une méthode pour 
analyser la stabilité et pour déterminer la réponse stationnaire d'un pareil système 
périodique. 
L'essentiel de la méthode choisie pour analyser les solutions du système des 
équations à coefficients périodiques réside dans I'évaluation numérique de la matrice de 
transfert sur une période et dans htilisation des résultats de la théorie de Floquet. Nous 
avons considéré la procédure développée par Friedmann, Harnrnond et Woo, qui utilise 
un schéma d'intégration numérique de type Runge-Kutta. 
Le système des équations de mouvement pour un modèle général de rotor 
asymétrique est obtenu par la méthode des éléments finis. Afin de prendre en compte 
l'asymétrie de l'arbre. nous avons apporté des corrections à la procédure élaborée par 
Nelson et McVaugh pour des rotos à arbres symétriques. 
La présentation détaillée des équations de mouvement par rapport à un repère 
fixe, ainsi que par rapport à un repère en rotation. a été accompagnée de l'étude des cas 
particuliers importants. 
Nous avons égaiement développé plusieurs programmes informatiques. dont un 
pour le modèle général de rotor asymétrique. L'influence de I'asymétrie de la partie en 
rotation, de l'asymétrie de la partie fixe. de I'amortissement externe et de la masse de 
l'arbre sur le comportement des rotors a été évaluée numériquement. 
Les résultats obtenus nous permettent de conclure que la méthode de la matrice 
de transfert est un outil adéquat pour prédire le Comportement des rotors asymétriques. 
ABSTRACT 
Tnis thesis presents the derivation of the governing equations for asymmetrical 
rotors and a method for stability analysis and steady-state response cornputation for such 
penodic systems. 
The method considered to deal with periodic differentiai equations of motion is 
based on the numerical evaluation of the transfer maaix over one period and the 
utilization of the results of Floquet theory. The development given by Friedmann. 
Hammond and Woo, with a Runge-Kutta integration scherne. is considered. 
The temporal equations of motion for a general model of asymmetrical rotors are 
obtained by utilizing finite element formulation. Modifications were made to 
accommodate the effect of shah asymmeûy to the finite element procedure developed by 
Nelson and McVaugh for roton with symmetrical shaft. 
The detailed presentation of the equations of motion. both in a rotating frame of 
reference and in a fixed one. is accompanied with the analysis of the important particular 
cases. 
Several programs, among which one for the generai model of asymmetncal 
rotors, were developed. Numerical examples were considered to investigate effects of 
the rotating part asymmetry, fixed part asymmetry, extemal damping and shaft m a s .  
The results show that tramfer matrix method is satisfactory when applied to 
asymrnetricai rotors. 
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L'évolution de divers systèmes dynamiques peut être décrite par un système 
d'équations différentielles linéaires à coefficients périodiques. C'est le cas des pales 
d'hélicoptère en vol avec avancement, des rotors asymétriques, des tuyaux élastiques à 
fluide pulsatif, du liquide en balancement paramétrique dans des réservoirs flexibles. des 
missiles flexibles à propulsion pulsative, etc. 
Les rotors sont des systèmes dynamiques composés d'une partie en rotation 
(l'arbre et un ou plusieurs disques) et d'une partie fixe (deux ou plusieurs paliers). 
Quand on parle de l'asymétrie des rotors, on doit faire la différence entre l'asymétrie de 
la partie en rotation et l'asymétrie de la partie fixe. 
Si seulement une des deux parties est asymétrique. on peut trouver un repère par 
rapport auquel le système des équations de mouvement a des coefficients constants. 11 
s'agit d'un repère fixe, pour le cas où la partie fixe est asymétrique. et d'un repère en 
rotation. dans l'autre cas. 
Si les deux parties du rotor sont asymétriques. nous serons confrontés à un 
système d'équations de mouvement à coefficients périodiques. 
Les problèmes les pius importants liés aux rotors asymétriques sont la stabilité du 
mouvement et la réponse aux balourds. 
1.2.1 Problématiaue des svstèmes ~ériodiaues 
Les principales méthodes utilisées pour étudier la stabilité des systèmes 
périodiques peuvent être groupées en trois: des méthodes de perturbation. des variantes 
de la méthode dù déterminant infinî de Hill et la méthode de la matrice de transfert. 
Les deux demiers types de méthodes mentionnées s'appuient sur la théorie de 
Floquet, dont on peut trouver la présentation dans Meirovitch ([20]).  Il existe aussi des 
méthodes de perturbations qui prennent en compte la forme particulière des solutions 
d'un système périodique déduite par la théorie de Floquet. 
Méthodes de ~ertubation 
Les méthodes de perturbation sont applicables seulement si l'amplitude des 
coefficients périodiques est petite. donc s'il existe un paramètre petit E qui multiplie les 
termes périodiques. 
Une expansion de la solution en série de puissances du petit paramètre E est 
considérée. En substituant cette série dans le système dëquations et en effectuant la 
balance des coefficients des différentes puissances en E. on obtient un système 
d'équations différentielles. La résolution successive de ces équations permet 
l'obtention des termes qui composent la solution recherchée. 
L'applicabilité de ces méthodes est limitée par la condition qui exige que 
l'amplitude des coefficients périodiques soit petite. En plus, une connaissance préalable 
du comportement du système dynamique est requise, l'analyse de la stabilité étant 
menée séparément pour différents domaines dans l'espace des paramètres. 
On peut trouver une présentation détaillée des méthodes de perturbation dans 
Nayfeh ([21]), [23]), ainsi que dans Nayfeh et Mook ([22]). 
Méthode du déterminant infini de Hill 
Cette méthode est utilisée pour déterminer les courbes de transition qui séparent 
les domaines de stabilité et ceux d'instabilité dans l'espace des paramètres. 
Une expansion de la solution en série de Fourier est substituée dans le système 
d'équations. En effectuant la balance des coefficients des termes trigonométriques, on 
obtient un nombre infini d'équations algébriques linéaires. Le déterminant de ce 
système algébrique est égal à zéro seulement sur les courbes de transition. 
En pratique. pour la série de Fourier, on considère un nombre fini de termes. Si 
on veut avoir des évaluations de plus en plus précises du point de transition recherché 
(OU si on veut contrôler l'erreur de l'évaluation). on augmente progressivement le 
nombre de termes. 
On peut trouver la présentation de la méthode du déterminant infini de Hill. pour 
un système périodique à un degré de liberté. dans Meirovitch ([20]). 
Des généralisations de la méthode du déterminant infini de Hill pour les systèmes 
ayant un nombre élevé de degrés de liberté ont été apportées. parmi d'autres. par Noah 
et Hopkins (1982. [25)). ainsi que par Weyh (1989. [30]). Généralement. pour les 
systèmes ayant un nombre élevé de degrés de liberté. I'effon de calcul demandé par ces 
méthodes est comparable à celui demandé par la méthode de la matrice de transfen. 
Méthode de la matrice de transfert 
Il s'agit de techniques réunies sous le nom de "méthode numérique de Floquei- 
Liapunov". ou bien "méthode de la matrice de transfert', ou encore "théorie de Floquet 
avec intégration numérique". L'essentiel de ces techniques réside dans l'évaluation 
numérique de la matrice de transfert sur une période et dans l'analyse de la stabilité en 
utilisant les résultats de la théorie de Floquet. 
Dans Friedmann, Hammond et Woo (1 977, [7]), ainsi que dans Friedmann (1 990, 
181). on divise la période en un nombre d'intervalles égaux et on obtient la matrice de 
transfert sur une période comme produit des matrices de transfert élémentaires, obtenues 
pour chaque intervalle, par intégration numérique. 
Dans Shinha et autres (1991, [27]), (1996, [28D, on considère l'expansion du 
vecteur solution dans une série de polydmes de Chebyshev. Le système différentiel est 
converti dans un système algébrique, avec lequel les solutions sur une période peuvent 
être obtenues facilement. La matrice de transfert sur une période est obtenue en utilisant 
un système complet de solutions linéairement indépendantes. 
L'inconvénient de cette méthode réside dans l'effort de calcul élevé. On obtient 
des renseignements sur la stabilité du système pour un seul point seulement dans 
l'espace des paramètres. Pour déterminer les courbes de transition qui délimitent les 
domaines de stabilité de ceux d'instabilité, on doit établir un réseau de travail dans 
l'espace des paramètres et évaluer la stabilité dans chaque noeud du réseau ou bien 
utiliser une procédure Newton-Raphson. Mais l'augmentation continue de la puissance 
des ordinateurs fait que l'importance de cet inconvénient diminue. 
Son grand avantage est donné par son degré élevé de généralité. Les systèmes des 
équations de mouvement ne doivent pas satisfaire à des conditions particulières (le cas 
des méthodes de perturbation) et ne nécessitent pas des étapes préparatoires fastidieuses 
avant l'application des algorithmes de calcul numérique (le cas des deux autres groupes 
de méthodes). 
1.2.2 Problématique des rotors asymétriques 
De nombreux auteurs traitent le cas des rotors ayant une asymétrie partielle. 
c'est-à-dire soit une asymétrie de la partie fixe (paliers), soit une asymétrie de la partie 
en rotation (arbre et disques). Dans ce cas on arrive à trouver un système d'équations à 
coefficients constants qui gouverne le mouvement du rotor. 
En considérant seulement l'asymétrie de la partie fixe, El-Marhomy ( 199 1, [6]), 
Kang et Hwang (1 996. [16]), ainsi que Kang et Lee (1 996, [ 1 71) étudient l'influence des 
paramètres qui modélisent la rigidité et I'amortissement des paliers sur la stabilité du 
mouvement. Par contre. Ardayfio et Frohnb (1976, [ I l )  considèrent seulement 
l'asymétrie de l'arbre et du disque et analysent l'influence de cette asymétrie sur la 
stabilité du mouvement. Dans Chong-Won (1 993, [5]) les deux types d'asymétrie sont 
étudiés séparément. 
De nombreux travaux considèrent des modèles simples de rotors asymétriques 
(arbre élastique à section constante, disque en mouvement plan. paliers élastiques 
identiques. avec l'ajout éventuel de I'amortissement externe). On classifie certains de 
ces travaux en fonction de la méthode utilisée pour analyser la stabilité du mouvement. 
Brosens et Crandall (1961. [4]), qui ont donné un des premiers travaux sur ce 
sujet, ainsi que Kotera et Yano (1980, [Ml), analysent la stabilité par la méthode du 
déterminant infini de HiII. 
Tondl (1965, [29]) transforme le système des équations différentielles de 
mouvement dans un système d'équations intégrales de type Volterra et ensuite. pour 
étudier la stabiiité, développe une méthode de perturbation qui tient compte des résultats 
de la théone de Floquet. 
Black et McTeman (1968. [2]), Black (1969. [3]). ainsi que Iwatsubo. Kawai et 
Miyaji (1980, [14]) utilisent la méthode de perturbation de Hsu (1963. 1121) pour 
étudier la stabilité du mouvement. 
Ganesan ( 1996, [9]) analyse la réponse s ta t io~ai re  lors de la résonance primaire. 
en utilisant une méthode de perturbation (la méthode des échelles de temps multiples). 
Guilhen et autres (1 988, [II]) appliquent la méthode de la matrice de transfert à 
un modèle de rotor peu intéressant de point de vue pratique (paliers rigides aux 
extrémités de l'arbre, palier élastique internéaiaire). 
L'adoption d'un modèle de rotor asymétrique simple présente l'avantage de 
permettre une compréhension facile des phénomènes traités, mais l'utilité pratique de ces 
études reste limitée. 
Inagaki, Kanki et Shiraki (1980, [13]) ont étudié un rotor asymétrique multi- 
disques et avec non-uniformité longitudinale de I'arbre. Pour établir le système des 
équations temporelles du mouvement. ils ont utilisé la technique des matrices de 
transfert (le "transfert" intervenant entre deux sections voisines de l'arbre). La réponse 
aux balourds est déduite en appliquant la méthode de balance harmonique. 
Une modélisation des rotors par éléments finis, qui prend en compte l'inertie de 
rotation et l'effet gyroscopique pour les disques ainsi que pour I'arbre. a été développée 
par Nelson et McVaugh (1976. [24]). 11 s'agit d'un rotor à arbre symétrique et à paliers 
asymétriques. Cette modélisation peut être trouvée aussi dans Lalanne et Ferraris 
(1 990. [19], chapitre 3). 
Genta (1988, [IO]) applique la méthode des éléments finis aux rotors 
asymétriques et utiiise des coordonnées complexes. pour réduire l'ordre du problème 
matriciel. Pour analyser la stabilité du mouvement, il adopte la méthode du déterminant 
infini de Hill. 
Kang, Shih et Lee (1992, [Ci]) appliquent également la méthode des éléments 
finis aux rotors asymétriques, en considérant en plus la déformation de cisaillement de 
l'arbre. Ils utilisent ensuite la méthode de balance harmonique pour déduire la réponse 
aux balourds. 
1.3 OBJECTIF DU PRÉSENT TRAVAIL 
Dans le présent travail nous allons présenter la mise en équation du 
comportement des rotors asymétriques et une méthode capable de déterminer les vitesses 
critiques et la réponse stationnaire de ces rotors. Ensuite. nous élaborerons un ou 
plusieurs programmes informatiques, utilisables pour l'analyse dynamique des rotors 
asymétriques. 
Les équations de mouvement des rotors asymétriques vont être déduites 
premièrement pour un modèle relativement simple. ensuite pour un modèle comportant 
un degré de généralité élevé. 
Le modèle simple choisi est représentatif dans de nombreux cas pratiques. La 
présentation détaillée de ses équations de mouvement sera accompagnée de l'étude des 
cas particuliers importants. 
Pour le modèle complexe, nous déduirons le système des équations temporelles 
du mouvement en appliquant la méthode des éléments finis. Nous suivrons la procédure 
développée par Nelson et McVaugh 1241 pour des rotors à arbres symétriques et nous 
introduirons les modifications nécessaires pour prendre en compte l'asymétrie de l'arbre. 
Pour anaiyser la stabilité du mouvement et pour déterminer la réponse 
stationnaire, nous considérerons la méthode de la matrice de transfert sous la forme 
développée par Friedmann, Hammond et Woo [7]. Cette méthode a été utilisée pour 
l'étude du mouvement de la pale du rotor d'hélicoptère en vol avec avancement. 
À une exception près, à savoir Guilhen et autres [I 11, la méthode de la matrice de 
transfert n'a pas été utilisée pour l'étude du comportement des rotors asymétriques. 
Dans [Il]. un modèle simple de rotor asymétrique est traité en détail et une application 
industrielle (un rotor à arbre symétrique et paliers asymétxiques) est présentée 
brièvement. 
1.4 PLAN DU MÉMOIRE 
Après Iointroduction. nous donnons au chapitre 2 les résultats théoriques 
concernant l'analyse de la stabilité du mouvement et l'évaluation de la réponse 
stationnaire pour un système dynamique périodique supposé linéaire. 
Au chapitre 3, nous présentons des méthodes pour l'évaluation numérique de la 
matrice de transfert sur une période, parmi lesquelles celle de Friedmann. Hammond et 
Woo [7], qu'on retiendra. Ensuite. nous donnons la méthode considérée pour 
I'évaluation numérique de la réponse stationnaire. 
Dans le chapitre 4, nous déduisons les équations de mouvement pour un modèle 
relativement simple de rotor asymétrique. Pour l'analyse de la stabilité. nous donnons 
les résultats obtenus par une méthode de perturbation. tandis que pour l'évaluation de la 
réponse stationnaire, nous appliquons la méthode de balance harmonique. 
Au chapitre 5, nous déduisons les équations de mouvement pour un modèle de 
rotor asymétrique comportant un degré de généralité élevé. La détermination des 
matrices de masse, d'amortissement et de rigidité est présentée en détail. Nous 
identifions des cas particuliers pour lesquelles d'importantes simplifications dans l'étude 
numérique sont possibles. 
Dans le chapitre 6, nous présentons les programmes informatiques et nous 
vérifions la validité de l'approche numérique considérée. 
Finalement, les conclusions de cette étude sont données au chapitre 7. 
CHAPITRE II 
THÉoRE DES SYST~MES LINÉAIRES PÉRIODIQUES 
Dans ce chapitre, nous présentons les résultats théoriques concernant l'analyse de 
la stabilité du mouvement et l'évaluation de la réponse stationnaire pour un système 
dynamique périodique supposé linéaire. 
Si n est le nombre de degrés de liberté, le mouvement sera gouverné par un 
système de m=2n équations différentielles de premier ordre 
dont les éléments ~ , ( t )  (i j = 1,2, ... m) de la matrice [A( [ ) ]  et les éiéments 1; (f) 
(i=1,2 .... m) du terme libre (f ( r ) }  sont des fonctions périodiques de période T. 
La présentation qui suit s'appuie sur les exposés donnés par Meirovitch ([?O]. 
chapitres 6 et 7), Nayfeh et Mook (1221, chapitre 5) et Friedmann [8]. 
2.1 SYSTÈMES LINÉAIRES NON AUTONOMES 
Considérons un système linéaire non autonome homogène de m équations 
différentielles de premier ordre: 
Matrice fondamentale 
Une matrice fondamentale du système (2.1.1 ) est donnée par 
(a, (z)] sont des solutions linéairement indépendantes du système (2.1.1 ). k = 1 . 2 3  
N'importe quelle solution du système (2.1.1) peut être mise sous la forme 
où (c} est un vecteur non nul, uniquement déterminé par les conditions initiales { ~ ( t , , ) }  . 
Matrice de transfert 
Une conséquence immédiate de (2.1.3) c'est que la solution du système (2.1.1) 
satisfait à la relation 
avec 
où [ ~ ( t ) ]  est une matrice fondamentale. 
[@(t, ,  t ,  )] assure le '%ansfert" entre les valeurs de la solution à deux moments 
différents. 
Nous utilisons toujours la matrice fondamentale qui satisfait à la condition 
où Fm] est la matrice unitaire de dimensions m x m. Dans ce cas, (2.1.5) implique 
Donc, nous allons utiliser pour [O@)] l'appellation de matrice de transfert. 
Solution générale du système non homogène 
Pour le système linéaire non autonome de m équations différentielles de premier 
ordre 
la solution générale e c  dûîiiï2e par 
rn 
où [ ~ ( î ) ]  est la matrice de aansfen du système et 
2.2.1 Théorie de Floquet et analyse de la stabilité 
Nous considérons le système linéaire homogène de m équations différentielles de 
premier ordre 
en imposant a la matrice du 
(2.2.1 ) 
système la condition qu'elle soit périodique. de période T: 
(2.2.2) 
Le résultat de base de la théorie de Floquet (généraiement présenté comme un 
théorème) nous donne la forme de la matrice de transfert du système (2.2.1 ): 
ou 
[ ~ ( t ) ]  est une matrice périodique de période T, 
et ER], une matrice constante, donnée par 
eriR1 = [o(T)] . 
Une conséquence de la relation (2.2.3) consiste en l'existence d'une 
transformation de variables (appelée la transformation Liapunov-Floquet) qui remplace 
le système périodique (2.2.1) par un système à coefficients constants. Il s'agit de 
{x(t)) = [ Q @ ) ] { Z ( ~ ) }  (2.2.5) 
OU [ ~ ( t ) ]  est la matrice périodique qui intervient dans (2.2.3). 11 est possible de 
démontrer qu'en substituant (2.2.5) dans (2.2. l), on arrive à: 
{i} = [RI(=). 
où @XI est la matrice constante qui intervient dans (2.2.3). 
Une autre conséquence de la relation (7.2.3) c'est que la matrice de transfert 
satisfait à la relation 
[ ~ ( r  + k ~ ) ]  = [ ~ > ( t ) ] e ' ~ [ ~ I  (k = ...- 2, - 1, 0. 1. 2 ...) (2.2.7) 
où IR] est la matrice constante qui intervient dans (2.2.3). 
La relation (2.2.7) montre que la matrice de transfert [@(O)] est entièrement 
connue si on connaît sa variation sur une période. De plus, (2.2.7) et (2.1.3) montrent 
que la solution du système périodique (2.2.1) est entièrement connue si on connaît les 
valeurs de [ ~ ( t ) ]  sur une période. 
Exposants et multiplicateurs caractéristiques 
On appelle exposants caractéristiques du système périodique les valeurs propres 
de la matrice IR], notées p, (i = 1.2 ... m). 
On appelle multiplicateurs caractéristiques du système pénodique les valeurs 
propres de la matrice [@(T)],  notées k, (j = 1, 2... rn). 
La relation (2.2.4) implique 
Tp, A, = e  = 1.2 ... m) 
et aussi 
On voit que la partie imaginaire de p, est déterminée à l'exception d'un multiple 
2n 
entier de - . 
T 
Analvse de la stabilité 
L'état de stabilité où d'instabilité du système (2.2.1) est entièrement défini par 
les valeurs des exposants caractéristiques (ou des multiplicateurs caractéristiques) du 
système. 
Autrement dit. pour pouvoir analyser la stabilité du système pénodique (2.2.11, il 
sufi t  de connaître la matrice de transfert sur une période [Q(T)] .
Nous disposons des résultats suivants: 
1. Si tous les exposants caractéristiques ont des parties réelles négatives. le 
système (2.2.1) est asymptotiquement stable (toutes ses solutions tendent vers la solution 
nulle). 
2. S'il existe un exposant caractéristique ayant la partie réelle positive, le 
système (2.2.1) est instable (il y a des solutions qui s'éloignent i n d é f ~ m e n t  de la 
solution nulle). 
3. S'il existe des exposants caractéristiques ayant la partie réelle nulle tandis 
que tous les autres ont la partie réelle négative. le système a un comportement critique. 
Il peut être stable (il n'y a pas de solution qui s'éloigne indéfiniment de la solution nulle) 
ou instable. 
Pour établir les conditions qui correspondent a chacun des deux cas. on doit 
introduire quelques notions. 
Les exposants caractéristiques sont les racines du polynôme caractéristique: 
Si pi est une racine multiple. on peut écrire 
de@] - Pp]) = (P - Pi P, (P) 
où pi est I'ordre de multiplicité de pi, (P - est le diviseur élémentaire du polynôme 
caracténstique qui correspond à pi et e(p)  est un polynôme qui satisfait à la condition 
Soit vi l'ordre de nullité de la racine pi (le nombre de vecteurs propres 
indépendants associées a pi). En général, v, I pi . Si v, = p, . ( p - )  est un 
diviseur élémentaire simple du polynôme caracténstique. 
Revenons maintenant a l'analyse de la stabilité du système périodique (2.24, 
dans le cas du comportement critique. Si les diviseurs caractéristiques qui 
correspondent aux exposants caractéristiques ayant la partie réelle nulle sont simples. le 
système est stable. Autrement, le système est instable. 
4. Une solution périodique est possible seulement s'il existe un exposant 
caractéristique nul (ou "presque" nul. sa partie imaginaire étant nulle à l'exception d'un 
2Yr 
multiple entier de - ). 
T 
La relation (2.2.8) permet de réécrire les résultats donnés ci-haut en nous 
rapportant aux multiplicateurs caractéristiques. Par exemple, la condition de stabilité 
asymptotique 
~ e ( ~ , )  < O (j = 1- 2... m) 
est équivalente à 
IA.,l<l (j= I ,L . .m) .  
2.2.2 Réponse stationnaire 
Nous considérons maintenant le système linéaire non homogène de m équations 
différentielles de premier ordre: 
avec 
où T représente la période commune de [ ~ ( t ) ]  et { f (t)} 
Nous cherchons la réponse stationnaire, c'est-à-dire la solution périodique. 
L'expression de la solution générale du système (2.2.10) est donnée par (2.1.9). 
Si on prend t, = O, on a 
où [O@)] est la matrice de transfert du système. 
Nous devons choisir la condition initiale {x(o)} de manière que la solution 
(2.2.12) soit périodique, de période T. En imposant à la solution (2.2.12) la condition 
I x ( ~ ) )  = {x(o>) (2.2.13) 
on obtient un système algébrique ayant (x (0 ) ]  comme inconnue: 
Le système (2.2.14) a une solution unique seulement si 
donc seulement si tous les exposants caractéristiques sont non nuls. c'est-à-dire si le 
système n'a pas un comportement critique (voir les résultats de l'analyse de la stabilité). 
En substituant (~(0)) donné par (2.2.14) dans (2.2.12), on obtient: 
Nous disposons des résultats suivants: 
1 .  La solution (2.2.16) est pénodique, de période T. La démonstration utilise 
les conditions (2.2.1 1 )  et les propriétés de la matrice de transfert [@(O)] données à la 
section 2.2.1. 
2. La solution (2.2.16) est la seule solution pénodique du système (22.10). 
Si le système est instable, la solution (2.2.16) n'a pas de sens physique. Si le 
système est asymptotiquement stable, la solution (2.2.16) est la réponse stationnaire 
recherchée. 
CHAPITRE III 
&THODE DE LA MATRICE DE TRANSFERT 
3.1 ÉVALUATION DE LA MATRICE DE TRANSFERT 
SUR UNE PERIODE 
Nous considérons de nouveau le système linéaire périodique de m équations 
différentielles de premier ordre (2.0.1). Pour analyser la stabilité des solutions. il sufit 
de connaître les multiplicateurs caractéristiques. c'est-à-dire les valeurs propres de la 
matrice de transfert sur une période [q~)]. 
On peut déterminer la matrice [O(T)] ai calculant numériquement. sur la 
période T. un système fondamental de solutions du système périodique homogène. avec 
les conditions initiales 
(a* (O)} = {ek (k = 1,2, ... m) (3.1.1) 
où (e , )  est le vecteur unitaire de dimension m, dont le kc élément est égal à 1. 
La matrice [@(T)] sera donnée par 
[O(')] = [{O, (T)} - - { @ m  (T)]] (3.1 2) 
Cette méthode nécessite n intégrations numériques du système homogène. sur 
une période. Min de diminuer l'effort de calcul, une technique numérique qui permet 
l'évaluation de [O(T)] par un seul passage sur une période a été développée par 
Hsu (19721, ainsi que par Friedmann, Hammond et Woo (1977). 
La période T de la matrice [ ~ ( t ) ]  est divisée en n intervalles de longueur égale 
h = Th, les points de division étant: 
O = t ,  Ct, <.-.'Ci 't" =T. 
Entre les valeurs de la solution (x(t)) du système homogène aux extrémités de 
l'intervalle r,  = ( t i .  t,+, ) il existe la relation: 
{x( ' ;+I ) )  = [@(r;+l.'i)]{x('i)} (3.1 -4) 
où [@(t,+,  t , ) ]  est la matrice de transfert élémentaire. 
En considérant les relations analogues qui lient {x(T)}  et {x ( r , ) }  . ainsi que 
{ x ( T ) )  et {x( t ,+ , ) }  , on obtient: 
La matrice [@(O)] peut être obtenue par un calcul itératif. basé sur la relation 
(3.1 5 )  On part avec [@(T, T)] = [ I ,  ] et on obtient. progressivement. [Q(T, t,-, )] . 
Pour déterminer la matrice de transfert élémentaire [@( t ,+ , , t , ) ] ,  plusieurs 
méthodes ont été proposées. 
Méthode de Newmark 
Cette méthode est utilisée dans Guilhen et autres ( 1  1). Nous présentons ici la 
forme trapézoïdale de la méthode de Newmark. 
Nous considérons l'approximation: 
2 
{x,+I} - { x i  1 + ;({xi+,} - {xi}) 
où ( x i }  est la valeur de la solution du système homogène au moment f. 
Mais 
En substituant (3.1.7) dans (3.1.6) et en tenant compte de (3.1.4). on obtient: 
Expansion en série de Taylor 
Cette méthode est proposée dans Pipes et Hovanessian ( [XI .  chapitre 4). 
En considérant l'expansion en série de Taylor de la matrice [a(')] 
d" où D I  = -, pour la matrice de transfert élémentaire on obtient 
dtk 
avec les matrices [a, (t)] données par 
[ai (41 = q a k  -1  (41 + [a,-* ( 4 l [ ~ ( t ) ]  - 
Si on retient seulement deux termes de dérivation dans (3.1.9). on obtient: 
Intégration numérique 
Nous appliquons au système périodique homogène. sur IÏntervalle rl = (f, , f ,& , ) ,  
un schéma d'intégration numérique. 
Si on considère le schéma d'intégration numérique de Euler. défini. pour 
1 'équation 
Un schéma d'intégration numérique très performant. de type Runge-Kutta de 4' 
ordre (le schéma avec les coefficients de Gill), est présenté dans Friedmann. Hammond 
et Woo [7]. Pour l'équation (3.1.13), ce schéma est défini par 
avec 
= f ( t i , x i )  3 
K, = f ( t ,  + + h , x ,  + j h ~ , ) ,  
Si on applique ce schéma d'intégration numérique au système périodique 
homogène, sur l'intervalle ri = ( f i ,  t,, , ) , on obtient: 
[w,, * ti )] = [LI + e i [ A ( t ;  )] + 2(1- * ) [ ~ ( t ,  )]+ 
+'(l+ -;LN'(', )] + ['(t,)]) 9 (3.1.17) 
avec 
[w] = [4 + f h ) ] ( [ L ]  + f h [ ~ ( f ) ] )  
[ ~ ( t ) ]  = [A(' + + ~ ) X [ I , ]  + (- L + +)'[A(')] + (1 - * ) h [ ~ ( t ) ] )  * 
Premièrement, nous déterminons {x(o)} , comme solution du système algébrique 
(2.2.14): 
Le terme libre de ce système peut être obtenu numériquement. Si nous 
choisissons la méthode de Simpson, en considérant la division de la période T déjà 
utilisée pour le calcul de [o(T)] , on obtient: 
Il est nécessaire que le nombre d'intervalles n soit pair. Les matrices [@(T. r ,  )] 
ont été déjà obtenues dans l'étape du calcul de [@O)] . 
Maintenant. nous déterminons la réponse stationnaire. Au lieu d'utiliser 
l'expression (2.2.16). il est préférable d'intégrer numériquement le système périodique 
non homogène (2.0.1 ), en imposant au moment t=O la valeur {x(o) ]  obtenue ci-haut. 
Nous appliquons le schéma d'intégration numérique de type Runge-Kutta de 4' 
ordre déjà utilisé au calcul de [@(T)], en considérant la même division (3.1.3) de la 
période T. 
Si. à cause des erreurs de calcul numérique. (x(T)}  n'est pas suffisamment 
proche de {x(0)]. nous continuons l'intégration du système périodique sur quelques 
périodes, jurqu'à ce qu'une condition de type 
soit satisfaite. 
La solution obtenue est vraiment la réponse stationnaire seulement si le système 
est stable. 
Si le système dynamique a un taux d'amortissement élevé. l'obtention de la 
réponse périodique peut être faite sans calculer (~(0)) . On lance le processus 
d'intégration numérique avec un {-.(O)} quelconque, par exemple avec {x(o)) = {O] . 
Après un certain nombre de périodes. la solution transitoire s'atténue et on obtient la 
réponse stationnaire. Mais avec le calcul préalable de { x ( o ) } .  le nombre de périodes 
nécessaire pour atteindre la condition (3.1.20) est beaucoup plus petit. 
CHAPITRE IV 
ROTORS ASYM~?I'RIQUES - UN MODÈLE SIMPLE 
Le modèle de rotor que nous considérerons maintenant a été étudié, parmi 
d'autres, par Tondl [29], Black et McTeman [2], ainsi que par Kotera et Yano [I  81. 
II s'agit d'un rotor composé d'un arbre élastique en position horizontale. d'un 
disque rigide placé au milieu de l'arbre et de deux paliers élastiques (voir la figure 4.1). 
Le rotor est supposé tourner à une vitesse de rotation constante R. 
La section de I'arbre est constante mais asymétrique, c'est-à-dire que les rigidités 
selon les deux directions principales different. La masse de l'arbre est supposée 
négligeable par rapport à celle du disque. 
Nous considérons le repère fixe X Y Z .  avec l'axe Y donnant la position de 
l'arbre pour le système non déformé et l'axe Z donnant la direction verticale (voir la 
figure 4.2). Nous considérons aussi le repère mobile xyz avec l'axe y colinéaire à Y et. 
pour le système non défomé, les axes x et z parallèles aux axes principaux x' et 2' de 
chaque section de l'arbre. Les déplacements du centre élastique C de la section de 
l'arbre sont u. w par rapport au repère fixe et û , w par rapport au repère mobile. 
Au point d'attache, le centre de gravité du disque et le centre élastique de la 
section de l'arbre coïncident. Un balourd (une masse concentrée) est placé sur le 
disque, son emplacement étant défini par le rayon d et l'angle de phase P par rapport à la 
direction principale z de la section de l'arbre (voir la figure 4.3). Nous considérons 
aussi un amortissement environnemental visqueux, agissant sur le disque. 
Les deux paliers, placés aux extrémités de l'arbre, sont identiques. Leur 
éIasticité est différente dans les directions horizontale et verticale et leur amortissement 
est négligeable (voir la figure 4.4). Le mouvement des deux extrémités de l'arbre est 
identique à cause de la symétrie du rotor. 
4.2 ÉQUATIONS DE MOUVEMENT 
Nous déterminons premièrement les expressions de l'énergie cinétique, de 
l'énergie de déformation et du travail virtuel des forces externes. Pour exprimer les 
déplacements de l'arbre, nous utilisons la méthode Rayleigh-Ritz. Nous appliquons 
ensuite le formalisme des équations de Lagrange. 
4.2.1 Énergie cinétique, énergie de déformation, travail virtuel des forces externes 
Si on considère que la masse du balourd est petite par rapport à celle du disque. 
l'énergie cinétique du rotor est donnée par (voir l'annexe A-1 ): 
T = f rn u, + kI2) + m h d ~ [ ~ I  cos(Zrt + /7) - sin(Rt + m] ( '  (42.1 ) 
où 
u, et w, sont les déplacements du centre du disque par rapport au repère fixe. 
S2 est la vitesse angulaire du rotor. 
m est la masse du disque, m, est la masse du balourd, 
d et B sont le rayon et I'angle qui définissent l'emplacement du balourd. 




u et w sont les déplacements du centre de la section dans le repère mobile. 
1, et 1, sont les moments d'inertie principaux de fa section. 
E est le module d'élasticité, L est la longueur de l'arbre. 
Le travail virtuel des forces externes a l'expression: 
&=-k,u,&,,-k,w,,bw,,-cti,&, -&,&, -mg&, 
où 
u, et w, sont les déplacements des extrémités de l'arbre par rapport au repère 
fixe. 
u, et w, sont les déplacements du centre du disque par rapport au repère fixe. 
k,, et k,, sont les rigidités horizontale et verticale des paliers. 
c est la constante de l'amortissement externe, 
rn est la masse du disque, g est l'accélération gravitationnelle. 
4.2.2 Dé~lacements de l'arbre 
dans le 
avec la 
Les déplacements dans le repère mobile (ü et F) sont liés aux déplacements 
repère fixe (u et w) par la relation 
matrice [T, ] donnée à la table ( 1 ) de l'annexe A-3. 
Nous appliquons ia méthode Rayleigh-Ritz pour approximer les déplacements de 
l'arbre dans les directions x et 2. Nous considérons 
- 
u,, et q, sont les déplacements des extrémités de I'arbre par rapport au repère 
mobile, 
qx (4  et qz ( t )  sont des coordonnées généralisées indépendantes. 
f ( y )  est la forme modale exacte du premier mode de vibration en flexion d'une 
poutre a section constante, simplement supportée aux extrémités. 
Pour les déplacements dans le repère fixe on a 
.(Y+ t )  = %(t)  + f (Y)% ( t )  et w(Y9 f )  = w~ ( t )  + f (Y)% (i) - (4.2.7) 
avec les coordomees qx (t) et g, (t) définies par 
où [T,] est la matrice introduite à la relation (4.2.4). 
4.2.3 Équations de mouvement par rapport au repère fixe 
En substituant (4.2.5) dans (4.2.2) on obtient 
U = +k,q: + +k,$ 
où k, et sont les rigidités de l'arbre: 
En considérant la transformation de coordonnées (4.2.8), on obtient 
U = +km@ + 9:) + jk&; - qi)cos(2~t)-  zqXy,  sin(?^^)]. 
avec 
km = +(k, + k,) et kd = f (A, - k , ) .  
Les variables ul ( t )  wl ( t )  4 )  ( )  q,r ( t )  et qz( t )  
indépendantes. Si on introduit y = f L dans (4.2.7), on obtient: 
4 (t  ) = UI ( t )  - q . r  ( t )  et W" (4 = w1 ( t )  - 9: ( t  ) 
(4.2.1 1 ) 
(4.2.12) 
ne sont pas 
(4.2.13) 
Nous substituons (4.2.13) dans (4.2.3) et nous déterminons les forces 
généralisées correspondant aux variables u,, w,. et a. 
Nous appliquons ensuite les équations de Lagrange sous la forme 
où 5, sont les quatre variables retenues en haut, T est I'énergie cinétique définie par 
(4.2.1 ), U est l'énergie de deformation définie par (4.2.1 1 ) et F. . les forces généralisées. 
7 ,  
On obtient le système 
qui est équivalent aux deux équations matricielles suivantes: 
et -p. i{:} + P. I{Z:} + (t)1{4:} = {D} 
avec 
cos 2Rr -sin 2Qt 
- sin 2Qr - cos 2Rt 
Lléquation (4.2.15) nous permet d'exprimer le vecteur des déplacements 
généralisés e, et en fonction de celui des déplacements u, et w,. En substituant la 
relation obtenue dans (4.2.14), on arrive au système 
L'expression (4.2.20) de la matrice de rigidité [ ~ ( r ) ]  est explicitée à l'annexe 
A-2. La matrice [ ~ ( t ) ]  a une variation périodique de fréquence ZR. due à t'asymétrie 
de la section de l'arbre, tandis que le vecteur des forces d'excitation { ~ ( i ) }  a une 
variation périodique de fréquence R, due au balourd. 
4.2.4 Équations de mouvement par rapport au repère mobile 
En substituant (4.2.3) dans (4.2.19)' on obtient: 
7 sinp 
@(t)}  = [q ]< {P( f)} = m h d D  icOs p}+ mg{":id - 
Les matrices [K,, ,] et [zp ( t ) ]  sont données par 
cos 2Qt -sin 2Dt 
-sin 2 n t  - cos 2Qt 1 
et k; = f (k, - k,,.) . 
La matrice de rigidité [ K ( t ) ]  a une variation périodique de fréquence 222. due à 
l'asymétrie des paliers, tandis que le vecteur des forces d'excitation ( p ( t ) ]  a une 
variation pénodique de fréquence R, due à la gravité. 
4.3 CAS PARTICULERS 
4-3.1 Arbre à section symétrique 
Si les rigidités de l'arbre Oc, et kJ sont égales et si on note avec k, leur valeur 
commune, La matrice de rigidité [ ~ ( i ) ]  donnée par (4.2.20) se réduira à la forme 
avec 
oh k,, et k, sont les rigidités des paliers et m est la masse du disque. 
Le système des équations du mouvement par rapport au repère fixe (4.2.19) 
s'écrit dors comme suit: 
où u et w sont les déplacements du centre du disque par rapport au repère fixe. 
S2 est la vitesse angulaire du rotor, 
m est la masse du disque. m, est la masse du balourd, 
d et p sont le rayon et l'angle qui définissent l'emplacement du balourd, 
c est la constante de l'amortissement externe, g est l'accélération gravitationnelle. 
Le mouvement du disque sera stable pour n'importe que1 R ("asymptotiquement 
stable" pour 00 et "stable" pour c=O). 
La réponse stationnaire du système (4.3.3) est donnée par 
- L L- où g,, -  et çw = - sont les facteurs d'amortissement. 
2mou Zmo,  
L'amplitude de la solution (4.3.4) présente des pics pour R proche de ou et o,,. . 
Les pics n'apparaissent plus pour des facteurs d'amortissement plus grands que &/2 
4.3.2 Paliers symétriques 
Si les deux rigidités des paliers &, et k) sont égales et si on note avec k, leur 
valeur commune, la matrice de rigidité [K(t)]  donnée par (4.2.23) se réduira a la forme 
avec 
et 
m(k, + k,) ' 
où k, et sont les rigidités de l'arbre et m est la masse du disque. 
En l'absence de I'amortissement, le système des équations de mouvement par 
rapport au repère mobile (4.2.26) s'écrit comme suit: 
où iï et F sont les déplacements du centre du disque par rapport au repère mobile, 
!2 est la vitesse angulaire du rotor, 
m est la masse du disque, m, est la masse du balourd, 
d et p sont le rayon et l'angle qui définissent l'emplacement du balourd, 
g est l'accélération gravitationnelle. 
Si, pour le système homogène associé à (4.3.7), on considère des solutions ayant 
la forme ü, = Uer' et E, = WeR , on arrive a l'équation caractéristique 
r4 +(LU,' + o,' +2fi2 (4.3.8) 
Les racines de (4.3.8) sont 
r,.? = +V1 et r,., = kiB pour R située à l'extérieur de l'intervalle délimité par o, et a,. 
5.2 = tC et 5 ,  = +iD pour R située a l'intérieur de cet intervalle. 
où A, B. C et D sont des constantes réelles et i = fi. 
Donc le mouvement du disque est instable pour la vitesse angulaire Q située à 
l'intérieur de l'intervalle délimitée par a, et oz et stable en dehors de cet intervalle. 
Dans (4.3.7), les termes libres proportionnels à m,, représentent 1-effet du balourd 
et les autres, proportiomels à I'accélération gravitationnelle g, l'effet de la gravité. 
La solution stationnaVe due au balourd est donnée par 
L'amplitude de la solution stationnaire due au balourd devient infihie pour R 
égale à w, et o.. Même si l'amortissement peut faire disparaître l'intervalle 
d'instabilité, on s'attend à ce que l'amplitude de la réponse au balourd présente des pics 
pour R proche de o, et o, . 
La solution stationnaire du système (4.3.7) due à la gravité est donnée par 
avec 
7 1 
D(Q) = o,-oz- - 2(wX2 + o,')R2. 
L'amplitude de la réponse stationnaire due à la gravité présente une crête pour R 
proche de la racine de l'équation D(Q) = O .  Si on note avec Z la moyenne de o, et 
o. . la racine de cette équation est à-peu-près égale à ü 1 2 .  
4.4 APPLICATION DE LA MÉTHODE DE LA MATRICE DE TRANSFERT 
Considérons le système d'équations (4.2.1 9). qui décrit le mouvement du rotor 
par rapport au repère fixe, dans la variable p = nt : 
où 
u et w sont les déplacements du centre du disque par rapport au repère fixe. 
R est la vitesse angulaire du rotor, 
m est la masse du disque, m, est la masse du balourd, 
d et p sont le rayon et I'angIe qui définissent l'emplacement du balourd, 
c est la constante de I'arnortissement externe, g est l'accélération gravitationnelle. 
Nous transformons ce système dans un système de 4 équations différentielles de 
premier ordre: 
avec 
La période de la matrice du système [ ~ ( t p ) ]  est T = n. La période du terme libre 
(f(p)} est T = 2n. 
Pour analyser la stabilité du mouvement, nous évaluons la matrice de transfert 
sur une période [@(T)] du système homogène associé à (4.4.2). par une des méthodes 
données à la section 3.1. Nous appliquons ensuite les résultats de la théorie de Floquet 
(voir la section 2.2.1). Pour l'étude de la stabilité seulement. iI suffit de considérer la 
période de la matrice du système T = a. 
Pour déterminer la réponse stationnaire, on obtient premièrement la condition 
initiale {x(o)}  appropriée, comme solution du système algébrique (2.2.14). Ensuite on 
considère l'intégration numérique du système périodique (4.4.2) (voir la section 3 2). 
On doit prendre en compte la période commune de la matrice du système et du terme 
libre, c'est-à-dire T = 2x. 
4.5 ANALYSE DE LA STABILITÉ DU MOUVEMENT 
PAR U l E  MÉTHODE DE PERTURBATION 
Dans cette section nous présentons les résultats obtenus par Black et McTeman 
[3]. pour le même modèle de rotor que le nôtre, en appliquant la méthode de Hsu (1 71. 
Hsu [12] développe une méthode qui combine la méthode de variation des 
paramètres et la méthode de perturbation pour étudier la stabilité d'un système 
dynamique ayant n degrés de liberté, gouverné par le système d'équations: 
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[ ~ ( t ) ]  et [ ~ ( t ) ]  sont des matrices périodiques de période T = -. cl 
[B,,]  est une matrice diagonale, avec 4,,ii = mi' ( i  = 1,2 ..... n), 
E est un paramètre petit. 
Pour le cas où oi (i = 1, 2, ... n) sont distinctes, la conclusion de l'étude de Hsu 
est que l'instabilité peut apparaître pour S2 proche de: 
Black et McTeman [2] appliquent la méthode de Hsu au modèle de rotor 
asymétrique défini a la section 4.1. 
En considérant l'asymétrie de l'arbre petite, les équations de mouvement du rotor 
par rapport au repère fixe sont mises sous la forme (4.5.1 ), avec la matrice [B,, ] donnée 
Par 
ou wu et o, sont les fréquences naturelles pour l'arbre de section symétrique (voir la 
section 4.3.1 ): 
avec k,, et k, - les rigidités des paliers, - la rigidité moyenne de làrbre et m - la masse 
du disque. 
On donne plus loin la conclusion de l'étude de Black et McTernan pour 
ou et o ,  distinctes (on considère ou > o, ). 
# , & O ,  
1. On peut avoir résonance aux alentours des fréquences ( i j  = 1.2 et s = 
2, 3 ...), c'est a dire 
combinées). 
2. L ' instabilité 
1,2), c'est à dire ou 
O,, + or Wu + W w  
a>, , qI. (fréquences naturelles), 
2 
T ... (fréquences 
3 
app-t seulement aux alentours des fréquences m l + 0 ,  ( i j =  
3 
Les régions d'instabilité sont des bandes de fréquence disposées symétriquement 
par rapport aux trois fréquences mentionnées ci-haut. La largeur de ces bandes est 
donnée par: 
p est un facteur qui mesure Ihsyménie des paliers (p=O pour des paliers symétriques) 
donné par 
et q est un facteur qui mesure l'asymétrie de l'arbre. donné par 
x ;  
avec et - les rigidités de l'arbre. 
Une analyse à part est faite pour le cas ou o, et o ,  sont proches (le facteur 
d'asymétrie des paliers p étant très petit). La conclusion est que les trois bandes 
d'instabilité sont confondues dans une seule région, centrée sur la fiéquence 
- wu + W ,  
W =  et de largeur 
2 
Ai2 -= - II- 
W 
Dans le caç particulier des paliers symétriques. (4.5.9) nous donne une région 
d'instabilité délimitée par ~ ( 1 -  + q) et ~ ( l +  j q) . 
Pour une asymétrie de l'arbre petite (on néglige les termes en $), on peut 
démontrer que 
où w, et w -  sont les fréquences définies par (4.3.6). On retrouve donc le résultat donné 
à la section 4.3.2. 
Dans le cas particulier de I'arbre à section symétrique, on a q = O. donc les 
largeurs des régions d'instabilité défmies par (4.5.5) ou (4.5.9) sont nulles. c'est-à-dire 
que le mouvement du rotor est stable pour n'importe quelle vitesse de rotation. On 
retrouve ainsi le résultat donné à la section 4.3.1. 
On retient que les résultats de Black et McTeman sont obtenus dans l'hypothèse 
d'une asyrnéûie de l'arbre petite. Par contre, il n'y a pas de restriction pour l'asymétrie 
des paliers. 
4.6 RÉPONSE STATIONNARE PAR LA MÉTHODE DE 
BALANCE HARMOMQUE 
Dans cette section nous présentons la méthode d'évaluation de la réponse 
stationnaire développée par Tondl ([29]), pour le même modèle de rotor que le nôtre. 
Mentionnons toutefois que nous avons apporté des corrections aux expressions des 
coefficients du système utilisé par Tondl (détaillées à I'annexe A-2). 
Tondl met le système d'équations (4.2.19), qui décrit le mouvement du rotor par 
rapport au repère fixe, sous la forme (voir l'annexe A-2): 
lu} [W + 26{1} +([O2 0 0 u2 - a,,, a, cos2M2t d, sin2M2t ] [dk sin imr 4 CDS 2 M t  ]{:} = 
u et w sont les déplacements du centre du disque par rapport au repère fixe. 
R est la vitesse angulaire du rotor, 
m est la masse du disque. m, est la masse du balourd. 
d et B sont le rayon et l'angle qui définissent I'emplacement du balourd. 
6 = L . avec c - la constante de l'amortissement externe. 
2m 
g est l'accélération gravitationnelle, 
o et les coefficients %, a,,, b,, 4 (n = 1.2. 3, ...) sont donnés à l'annexe A-2, 
leurs valeurs étant fonction de la masse du disque m. des rigidités de 
l'arbre k, et k, ainsi que des rigidités des paliers k,, et h.. 
Le rapport entre la période des éléments de la matrice de rigidité et la période des 
éléments du terme libre étant un nombre entier, on considère, pour la solution périodique 
de ce système, l'expression: 
En substituant (4.6.2) dans (4.6.1) et en effectuant la balance des coefficients des 
termes trigonométriques, on obtient un nombre infini d'équations algébriques linéaires. 
ayant comme inconnus les coefficients M,,, N,, P, et Q,. Les équations qui contiennent 
les coefficients à indices pairs sont indépendantes de celles qui contiennent les 
coefficients à indices impairs, donc le système peut être découplé en deux. 





B, = o' + a, , B2 = taL + b,, , 
B3 =aZ -4f12+a ,++a2 ,  B4 = w 2 - 4 n 2  +a,, -+a,. 
B , = ~ ' - 4 ~ ~ + b , , + + b ~ ,  B = 0 2 - 4 ~ ' + b , , - + o .  
On voit que le système (4.6.3) donne la réponse au balourd. tandis que le système 
(4.6.3) donne la réponse à la gravité. 
FIGURE 4.1 
Rotor, modèle simple. 
R 
FIGURE 4.2 
Repère fixe e t  repère mobile. 
Déplacements du  centre - 
d e  la section de l'arbre. 
FIGURE 4.3 
Disque et  balourd. 
FIGURE 4.4 
Palier. modèle simple. 
CHAPITRE V 
ROTORS A S ~ ~ Q U E S  - MODÈLE GÉNÉRAL 
Dans ce chapitre, nous allons établir les équations de mouvement pour un rotor 
composé d'un ou plusieurs disques rigides, d'un arbre élastique en position horizontale 
et de deux ou plusieurs paliers (voir la figure 5.1). Le rotor est supposé tourner a une 
vitesse de rotation constante il. 
La section de l'arbre est asymétrique, c'est-à-dire que ses moments d7inertie 
principaux direrent (voir la figure 4.2). Nous considérons néanmoins que les directions 
principales de la section ne changent pas le long de l'arbre. Cette limitation va nous 
permettre de considérer un unique repère mobile xyz qui. pour le système non déformé. 
a les axes parallèles aux axes principaux xly'z'de chaque section (voir la figure 4.2). 
Nous considérons aussi un repère fixe XYZ, dont l'axe Y donne la position de I'arbre 
non déformé (étant donc colinéaire à l'axe y) et I'axe Z donne la direction verticale. 
Pour prendre en compte la non-uniformité longitudinale de la rigidité et de la 
masse de l'arbre, nous utiliserons la méthode des éléments finis. Nous suivrons la 
procédure développée par Nelson et McVaugh [24] pour des rotors à arbres symétriques 
et nous introduirons les corrections nécessaires pour prendre en compte làsymétrie de 
l'arbre. La modélisation de l'arbre inclut l'effet de l'inertie de rotation et l'effet 
gyroscopique. Par contre, les effets du cisaillement et de I'arnortissernent interne seront 
négligés. 
Kang, Shih et Lee [15] ont aussi appliqué la méthode des éléments finis à des 
roton à arbres asymétriques, en tenant compte en plus de la déformation en cisaillement 
de l'arbre. mais leur étude ne foumit pas les expressions explicites des matrices 
introduites par l'asymétrie de l'arbre. Contrairement à eux. nous avons préservé la 
manière de décrire l'orientation de la section de l'arbre utilisée par Nelson et McVaugh 
124) (voir la section 5.2). 
Un balourd (une masse concentrée) est placé sur chaque disque (voir la figure 
4.3). Nous supposons aussi l'existence d'un amortissement environnemental visqueux. 
agissant sur les disques. 
Pour les paliers. nous utilisons un modèle linéaire anisonopique. avec quatre 
coefficients d'élasticité et quatre coefficients d'amortissement (voir la figure 5.2). 
Chaque palier a des coefficients différents. 
5.2 CINÉMATIQUE DES ÉLÉMENTS DU ROTOR 
5.2.1 Vitesse angulaire de la section de l'arbre 
Pour introduire I'effet de l'inertie de rotation et I'effet gyroscopique lors de 
l'évaluation de l'énergie cinétique, on doit connaître Ia vitesse angulaire d'une section 
quelconque de l'arbre. Nous adoptons la manière de Nelson et McVaugh [24]. utilisée 
aussi par Lalanne et Ferraris [19], pour décrire l'orientation de la section de l'arbre. 
Nous considérons le repère des axes principaux d'inertie x'y'z' de la section de 
l'arbre (voir la figure 5.3). Pour le système dynamique non déformé, les repères 
x 'y'? et xyz (introduit à la section 5.1 ) ont les axes parallèles. 
La liaison entre le repère fixe XYZ et le repère x'yk' est faite par les angles 
d'Euler cp, 8 et y. Pour amener la section de l'arbre de sa position non déplacée à une 
position quelconque, on lui applique, successivement, une rotation d'angle par 
rapport à l'axe Z, une rotation d'angle 0 par rapport au nouvel axe x, noté x,, une 
rotation d'angle <p par rapport au nouvel axe z, noté q. 
Le vecteur vitesse angulaire du repère x'y'z' a, dans ce même repère. les 
composantes 
W, = B C O S ~ - ~ C O S ~ S ~ ~ ~ ,  (5.2.1 ) 
o, =Q>+$4n& 
W, = B s i ~ g , + ( i r c o ~ ~ ~ o ~ g , ,  
ce résultat pouvant être trouvé dans Lalame et Ferraris [I 91, chapitre 1. 
Pour des petites déformations de l'arbre, 0 et y sont approximativement égales 
aux déformations angulaires colinéaires aux axes X et Z respectivement (voir la figure 
5.4). De plus. cp est approximativement égal à l'angle de rotation. 
En considérant les angles 0 et petits et la vitesse de rotation @ = C2 constante. 
les expressions (5.2.1 ) deviennent: 
O, = &os q, - esin p .  (5.2.2) 
o. = R + l , a ,  
5.2.2 Déplacements 
Par rapport au repère fixe XYZ, la position de la section de l'arbre est définie par 
les déplacements u et w de son centre élastique et par les pentes y~ et 9 (voir la figue 
5.4). Les pentes sont liées aux déplacements par les relations 
Y = --  IL et @=,W. 2 (5.2.3) 
Par rapport au repère mobile xyz on a les déplacements iï . iC et les pentes W. 
- 
8, entre lesquels il existe des relations similaires à (5.2.3): 
- - iy = -"- - - ,IL et @ = % W .  (5.2.4) 
La relation existant entre les déplacements E , i7 et les déplacements u. w . 
avec la matrice [T~] donnée à la table (1) de Iànnexe A-3, implique aussi la relation 
suivante entre les pentes W. 9 et les pentes jF, 8 : 
5.3 ÉQUATIONS DE MOUVEMENT DES ÉLÉMENTS DU ROTOR 
5.3.1 Disque 
Au point d'attache, le centre de masse du disque et le centre élastique de la 
section de l'arbre coïncident. La position du disque, supposé rigide, est d é f ~ e  par le 
vecteur des déplacements nodaux du centre du disque, dont l'expression est 
{ ~ o } = { u o  WO VO 0 0 ) '  (5.3.1 .a) 
dans le repere fixe et 
dans le repère mobile. 
La relation (5.2.5) implique 
avec la matrice [T'] donnée a la table (1) de l'annexe A-3. 
Équations de mouvement dans le repère fixe 
L'énergie cinétique du disque est donnée par 
T = jm(ri,,' + i y , ' ) + f ( ~ p ;  + J , o ~  + ~ p j ) .  ( 5  -3 -3) 
où 
a,, o, et oz sont les composantes de la vitesse angulaire du disque. 
m, J, = J, et J, sont la masse et les moments d'inertie du disque. 
En substituant (5.2.2) dans (5.3.3) et en ajoutant aussi l'effet du balourd (voir 
l'annexe A- 1, pour le balourd), nous obtenons: 
2 TD =+rn(z i ,  + w o 2 ) + + ~ x ( t $ 1  +ilO')+ ~ $ 2 y ~ 9 , ,  
+ m , d ~ [ z i ,  cos(Qt + B) - ri>, sin(Rt + P)] 
où 
fi est la vitesse angulaire du rotor. 
m, est la masse du balourd (supposée petite par rapport à m), 
d et p sont le rayon et I'angle qui définissent l'emplacement du balourd. 
Si on compare (5.3.4) à I'expression de l'énergie cinétique dans le cas du modèle 
simple de rotor, on remarque l'apparition de deux nouveaux termes. Le premier donne 
I'effet de l'inertie de rotation, tandis que le deuxième donne l'effet gyroscopique. 
Le travail virtuel des forces externes a l'expression: 
a,=-mg&, , -ni , ,&, , -&, ,hl  
c est la constante de l'amortissement externe. 
m est la masse du disque. g est l'accélération gravitationnelle. 
En appliqant le formalisme des équations de Lagrange pour le disque. on obtient: 
Le vecteur {Q,) contient des forces de liaison qui disparaîtront à l'assemblage 
des matrices élémentaires. 
Équations de mouvement dans le repère mobile 
En considérant la transformation de coordomees (5.3.2), on obtient: 
avec les matrices [T,] et [ H , ]  données à la table (1) de l'annexe A-3. 
tg,} contient des forces de liaison qui disparaîtront à l'assemblage des matrices 
étémentaires. 
En introduisant les expressions (5.3.7) dans (5.3.10). on obtient: 
L'élément d'arbre a deux noeuds, donc le vecteur des diplacements nodaux inclut 
quatre déplacements et quatre pentes. Son expression est 
Entre (s, } et 1 il existe la relation de liaison 
(4 1 = [q(êe) 
avec la matrice [T,] donnée à la table (1) de l'annexe A-3. 
Les déplacements et les pentes pour un point quelconque de l'élément ont les 
expressions 
par rapport au repère fixe et 
par rapport au repere mobile, où [N] est la matrice des fonctions de forme 
Les fonctions de forme considérées sont celles typiques pour une poutre sollicitée 
en flexion: 
Énergie cinétique. énergie de déformation, travail virtuel des forces externes 
L'expression de l'énergie cinétique de l'élément d'arbre est similaire à celle de 
I'énergie cinétique du disque: 
a,. o, et oz sont les vitesses angulaires données par (5.2.2). 
A est l0aire de la section, 
4, 1, et 1, = 1, + 1, sont les moments d'inertie principaux de la section. 
L est la longueur de l'élément d'arbre. 
p est la densité du matériau. 
En substituant (5.2.2) dans (5.3.18), on obtient 
TA = T, + T, + Tdvc os(zP) + T,, ~ i n ( 2 ~ )  + T'. 
avec 
(t - translation) 
(r - rotation) 
(d.c - déviation, cosinus) 
( d , ~  - déviation. sinus) 
(g - gyroscopique) 
(rn - moyenne) 
(d - déviation) 
(p - polaire) 
Le travail virtuel du poids de l'élément d'arbre a l'expression 
L 
a, = -gI(p~~w)dy = 
O 
où N ,  ( y )  sont les fonctions de forme données par (5.3.18). g est l'accélération 
gravitationnelle et les autres quantités sont définies a la relation (5.3.19). 
L%nergie de déformation de l'élément d'arbre. si on néglige Iqeffet du 
cisaillement. est donnée par: 
I. 
U = + ~ [ E I ;  (Z)' + El ,  (ï7)' 
O 
où ü et F sont les déplacements du centre de la section dans le repère mobile. 
( )  = 5.) , 1. et 1, sont les moments d'inertie principaux de la section. 
E est le module d'élasticité, L est la longueur de l'élément d'arbre. 
~ ~ u a t i o n s  de mouvement dans le repère fixe 
Nous appliquons le formalisme des équations de Lagrange pour l'élément d'arbre 
et nous obtenons un système différentiel à coefficients périodiques (pour les détails, voir 
l'annexe A-4): 
avec 
[ M A  ( t ) ]  = [MC] + [ ~ r ]  + [MI,] cos(2nt) + [ ~ d - q ]  sù1(2m) 9 (5.3.26.a) 
[ K ,  ] = [K,] + [K,,]c~s(u~~) + [K,,] sin(2~i) '  (5.3.26. b) 
ou 
[M,], [ M , ]  , [ M , , ] ,  [M,,] et [G] sont les matrices de masse et la matrice 
gyroscopique données à la table (2) de l'annexe A-;. 
[K,] , [K,,] et  sont les matrices de rigidité données à la table (3) de 
l'annexe A-3, 
(Q, 1. représentant l'effet du poids de l'arbre. est un vecteur donné à la table (2) 
de l'annexe A-3. 
(Q, } est un vecteur qui disparaîtra à l'assemblage des matrices élémentaires. 
Les éléments des matrices [M,,]  , [M,,] . [K,,] et [K,, ] sont proportionnels 
à la différence des moments d'inertie de la section 1,. Donc si la section de l'arbre est 
symétrique, (5.3.25) se réduira à un système différentiel à coefficients constants. 
Les matrices [M,], [ M , ] ,  [K,] et [G], qui correspondent aussi au cas de 
l'arbre a section symétrique, peuvent être trouvées dans Nelson et McVaugh [24]. 
Équations de mouvement dans le repère mobile 
Nous obtenons un système différentiel à coefficients constants (pour les détails. 
voir l'annexe A-4): 
avec 
où 
[ H ,  ] est une matrice donnée à la table ( 1 ) de l'annexe A-3. 
[ M ,  1. [M,] . [ M , ]  et [G] sont les matrices de masse et la matrice gyroscopique 
données à la table (2) de l'annexe A-3. 
[K,] et [K,] sont les matrices de rigidité données à la table (3) de Ioannexe A-;. 
{p,(t)} .représentant I'effet du poids de Ikrbre. est un vecteur périodique. de 
21.r 
période - . donné à la table (2) de l'annexe A-3. n 
{CL} est un vecteur qui disparaîtra à l'assemblage des matrices élémentaires. 
5.3.3 Paliers 
Un palier est un système ressort-amortisseur. de masse supposée négligeable. 
Son comportement peut être différent selon les directions horizontale et verticale (en 
effet, selon deux directions perpendiculaires à la position de l'arbre non déformé. 
perpendiculaires l'une a l'autre). En plus, un couplage entre les déplacements selon les 
directions horizontale et verticale va être considéré (voir la figure 5.2). Ce modèle 
linéaire et anisotropique à 8 coefficients (4 de rigidité et 4 d'amortissement) a été utilisé 
aussi par Nelson et McVaugh [24]. L'influence des temes de couplage est analysée par 
El-Marhomy [6]. 
Le vecteur des déplacements est 
dans le repère fixe et 
dans le repère mobile, les composantes étant les déplacements du centre élastique de la 
section de l'arbre à l'endroit du palier. 
Nous disposons aussi de la relation de liaison 
avec la matrice [T~] donnée à la table ( 1 ) de l'annexe A-3. 
Équations de mouvement dans le repère fixe 
Le travail virtuel des forces élastiques et dknortissement introduites par le palier 
a l'expression 
a, = - k , , u , ~ ,  - kU,,.w,6u, - k,,,u,Sw, - k,,,w,,mY,, 
-c,u,SU, - c , ~ , S U ,  - c,upSwp -c,w,SW, 
où 
k,,, b, k, et k, sont les coefficients d'élasticité du palier et 
c, c,,, c, et c ,  sont les coefficients d'amortissement du palier 
(voir la figure 5.2). 
En appliquant le formalisme des équations de Lagrange. on obtient: 
(5.3.32) 
Le vecteur (Q,} contient des forces de liaison qui disparaîtront à Iqassemblage 
des matrices élémentaires. 
Équations de mouvement dans le repère mobile 
La relation (5.3 -30) implique: 
avec les matrices [q] et [ H ? ]  données à la table (1) de l'annexe A-;. 
En substituant (5.3.34) et (5.3.30) dans (5.3.32). on obtient 
et {Q,} contient des forces de liaison qui disparaîtront à Iàssernblage des matrices 
élémentaires. 
Après des calculs, on peut obtenir les expressions 
r 
En générai. les matrices [xp]  et [C,] sont périodiques, de période - . 
i-2 
Il y a des cas particuliers dans lesquels ces deux matrices seront constantes. Le cas le 
plus général est donné par les conditions: 
k . = L  et b = - k W ,  (5.3.37) 
- - c,, - C, - O et c ,  = - c,,. 
Dans cette section, nous établissons le système global d'équations. Nous traitons 
premièrement le cas général du rotor défini à la section 5.1, ensuite nous présentons les 
cas particuliers pour lesquels d'importantes simplifications dans l'étude numérique sont 
possibles. 
5.4.1 Cas général 
Après l'assemblage des matrices élémentaires provenant des éléments d'arbre. 
des disques et des paliers. on arrive à un système de 4N, équations différentielles de 2' 
ordre avec 4N, fonctions inconnues. où N, est le nombre des nœuds de la partition de 
l'arbre. 
Par rapport au repère fixe. le système des équations de mouvement prend la 
forme 
où 
[ ~ ( t ) ] .  [ ~ ( t ) ]  et [ ~ ( t ) ]  sont des matrices périodiques de période T, = R / O .  
dont la dépendance de temps est due a l'asymétrie de la section de l'arbre. 
{ ~ , ( t ) }  . le terme libre dû aux balourds, est un vecteur périodique de période - =2+2, 
{Q,} ,le terme libre dû au poids des disques et de l'arbre. est un vecteur 
constant. 
Par rapport au repère mobile, nous obtenons le système 
[qq + [ q t ) ] ( q  +[qt)]{z} = (a} + {, (41 
[Ml est une matrice constante, 
[C(t)] et [K(t)] sont des matrices périodiques de pénode T, = n/R . dont la 
dépendance de temps est due à l'asymétrie des paliers. 
{eh} , le terme libre dû aux balourds, est un vecteur constant. 
{Q, (t)} , le terme libre dû au poids des disques et de ['arbre. est un vecteur 
périodique de pénode & = 2 n/R . 
Chacun des deux systèmes peut être mis sous la forme d'un système de 8N, 
équations différentielles de 1 a ordre avec 8N, fonctions inconnues 
avec [ ~ ( t ) ]  matrice périodique de période T, = x/ /R et { f ( t ) }  vecteur périodique de 
période = 2 n/R. La solution de ce systeme peut être étudiée avec la théorie de 
Floquet. 
De point de vue numérique, il est plus avantageux de considérer le système des 
équations de mouvement par rapport au repère mobile. Dans ce cas. la matrice de masse 
étant constante, son inversion ne doit pas être effectuée à chaque moment de temps 
considéré. 
Si, en plus, on passe à la variable p, = Rt on obtient 
avec 
La période de la matrice du système [ A ( ~ ) ]  est T, = n. La période du terme 
libre {f(p)} est TL = 211. 
5.4.2 Arbre de masse négligeable 
Par rapport au repère fixe, le système des équations de mouvement prend la 
forme : 
ou 
[M] et [c] sont des matrices constantes, 
[ ~ ( t ) ]  est une matrice périodique de période T, = n/R. dont la dépendance de 
temps est due à l'asymétrie de la section de l'arbre. 
{ ~ ~ ( t ) }  , le terme libre dû aux balourds, est un vecteur périodique de période 
T2 = 2 4 2 ,  
{Q,} , le terne libre dû au poids des disques, est un vecteur constant. 
66 
En changeant l'ordre des équations et des inconnues. on peut mettre en évidence 
la contribution des Nd disques: 
où l'indice *'d" fait référence au disque (le vecteur {6,} contient les déplacements 
correspondant aux disques) et I'indice "r", au reste du rotor. 
Si I'amortissement des paliers est négligeable (donc [c, ] = [O,] ). on peut 
réduire le nombre des inconnues du système. Dans ce cas. les dernières 4(Nn - Nd) 
équations du système (5.4.6) permettent d'écrire (4 } en fonction de {a, } 
(4 } = -[JL]‘'[K~J~} ( 5  -4.7) 
et, en conséquence. les premières 4N, équations deviennent 
[M,](% 1 + [cd](% ] + [~;,]{4) = (Pd (5.4.8) 
oii 
[G] = [LI - [ ~ d r  p , ] - ' [ & d ]  (5.4.9) 
Le système des équations de mouvement peut être mis sous la forme d'un 
système périodique de 8N, équations différentielles de 1" ordre avec 8N, fonctions 
inconnues. 
Nous pouvons donc raffiner le maillage de l'arbre (augmenter le nombre des 
noeuds), tout en gardant la même dimension du système périodique à résoudre 
(dimension qui dépend du nombre des disques). 
5.4.3 Arbre à section symétrique 
Dans ce cas, le système des équations de mouvement par rapport au repère fixe a 
des coefficients constants: 
[ M I .  [c] et [K] sont des matrices constantes, 
{ ~ , , ( t ) }  , le terme libre dû aux balourds, est un vecteur périodique de période 
T, = 2 1 @ ,  
((3, ] , le terme libre dû au poids des disques. est un vecteur constant. 
Les détails du calcul de la réponse stationnaire sont donnés à l'annexe A-5. 
L'étude de la stabilité se réduit à l'analyse des valeurs propres d'une matrice constante. 
5.4.4 Paliers symétriques. d'amortissement négligeable 
Nous considérons, donc. pour les coefficients d'élasticité et d-amortissement des 
paliers, les conditions 
k , p k ,  et k,= 11,=0, 
ainsi que 
- - Cu, - Cu, = c, - c ,  = o. 
Dans ce cas, le système des équations de mouvement par rapport au repère 
mobile a des coefficients constants, même si la section de I'arbre est asymétrique. 
La situation la plus générale pour laquelle l'élasticité et l'amortissement des 
paliers ne mènent pas à l'apparition des coefficients périodiques dans le système des 
équations de mouvement par rapport au système mobile est donnée par les relations 
(5.3.37). 
L'évaluation de la réponse stationnaire et l'analyse de la stabilité se font de la 
même manière que dans le cas de l'arbre à section symétrique. 
FIGURE 5.1 
Rotor, modèle général .  
FIGURE 5.2 
Palier, modèle général 
FIGURE 5.3 




CALCUL ET DISCUSSION 
6.1 PROGRAMMES INFORMATIQUES 
A partir de la théorie développée dans les chapitres précédents, quatre 
programmes informatiques en langage Fortran ont été réalisés. Leur présentation est 
donnée a l'annexe A-6. 
Pour le modèle simple, tel qu'il a été défini à la section 4.1, nous avons élaboré le 
programme ROTOR-S (S - simple). L'ordre du système pénodique pris en compte est 
N = 4. 
Pour le modèle général, tel qu'il a été défini à la section 5.1. nous avons élaboré 
les programmes ROTOR - G (G - générai), ROTOR-GO (G - général. O - masse nulle) et 
ROTOR-GS (G - général. S - symétrique). 
ROTOR-G considère le système des équations du mouvement donné à la 
section 5.4.1. L'ordre du système pénodique est N = 8N, . où N, est le nombre des 
noeuds du maillage de l'arbre. 
ROTOR-GO est utilisable pour le cas où la masse de l'arbre est supposée 
négligeable par rapport aux masses des disques (voir la section 5.4.2). L'ordre du 
système pénodique est N = 8Nd , où Nd est le nombre des disques. Une limite 
importante du modèle utilisé dans ce cas est le manque d'amortissement des paliers. Le 
seul amortissement dans le système sera donc l'amortissement environnemental agissant 
sur les disques. On a en échange un très grand avantage a utiiiser ce programme au lieu 
de ROTOR-G. Le temps de calcul (CPU-time) est approximativement proportionnel au 
cube de l'ordre N du système périodique. En utilisant ROTOR - GO on peut raffiner le 
maillage de l'arbre sans augmenter la dimension du système périodique à résoudre, donc 
sans augmenter le temps de calcul. 
ROTOR-GS traite le cas de l'arbre à section symétrique. Par rapport au repère 
fixe, le système des équations de mouvement a des coefficients constants (voir la section 
5.4.3). 
Les programmes ROTOR-S, ROTOR-G et ROTOR-GO utilisent pour le calcul 
de la matrice de transfert et de la réponse stationnaire le schéma d'intégration numérique 
de type Runge-Kutta de 4' ordre présenté au chapitre 3. 
6.2 ROTOR AsYMÉTRIQuE - MODÈLE SIMPLE 
6.2.1 Défmition du modèle de base 
Les caractéristiques fixes du modèle à analyser (voir la figure 4.1). que I'on 
appellera Rotor 1. sont celles considérées par Tond1 [29]. On les présente au tableau 6.1. 
où rn est la masse du disque. m, est la masse du balourd. d et P sont le rayon et l'angle 
de phase qui définissent l'emplacement du balourd. k, est la rigidité moyenne de l'arbre 
et k; est la rigidité moyenne des paliers. 




m = 3 kg, m,.d = 0.001 kg.m, P = 0. 
= 0.45 1 0' N/m, 
(L = 0.4 m, section carrée de côté 7.7 mm, E = 2. 10" N/m2). 
Paliers kp= 105 N/m. 
Les caractéristiques variables sont les facteurs d'asymétrie de l'arbre et des 
paiiers 
k, k, - k, -= , où Is, et 4 sont les rigidités de l'arbre, 
k, k , + k :  
k; _ k, - kW -- , où 16 et sont les rigidités des paliers, 
k,' k,, +kW 
ainsi que le coefficient d'amortissement c. 
Pour le rotor symétrique, on a: 
I 
avec a, et oz - données à la section 4.3.2, ou et o, - données a la section 4.3.1. 
Nous nous attendons donc (voir la section 4.5) à ce que l'instabilité apparaisse 
dans des bandes de fréquences aux alentours de 100 rad/sec. Pour I'amplitude de la 
réponse stationnaire, nous prévoyons (voir la section 4.3) avoir des crêtes aux alentours 
de 100 radkec (réponse au balourd) et de 50 radsec (réponse à la gravité). 
Remarquons que. pour le rotor symétrique. le facteur d'amortissement 
gu,, = c/(2mo,,  ) est égal à f i l 2  pour c = 432 N s h .  Cette valeur correspond à la 
limite au-delà de laquelle l'amplitude de la réponse stationnaire ne présente plus un pic 
aux alentours de la Fréquence de résonance principale (voir la section 4.3.1 ). 
6.2.2 Analyse de la stabilité du mouvement 
Pour la méthode de la maaice de transfert (MMT), le temps de calcul (CPU- 
time) est proportionnel au nombre d'intervalles par période (N,). 
Le tableau 6.2 présente des résultats obtenus pour k, /km = 0.1 . ki /kp = 0.25 
et amortissement nul, en variant Np. Nous avons balayé la zone 90 rad/sec - 1 10 
rad/sec avec un pas de 0,01 radlsec et nous avons trouvé six vitesses critiques (vitesses 
de rotations qui marquent le passage d'une zone stable à une zone instable). Le point de 
départ étant stable, il résulte que nous avons identifié trois intervalles d'instabilité. Nous 
donnons aussi les résultats obtenus par une méthode de perturbation (MP) (en appliquant 
les relations de Black et McTernan [2], données à la section 4.5). 
Dorénavant nous allons considérer, pour l'analyse de la stabilité. que Np = 20. 
TABLEAU 6.2 
Choix du nombre d'intervalles par période. 
Vitesses critiques (radkec). 
À la figure 6.1 on compare les limites des régions d'instabilité trouvées par la 
méthode de la matrice de transfert (MMï) et par la méthode de perturbation de Black et 
McTeman (MP), pour k , /k ,  = 0,I . k , / k ,  variable et c = O. Pour MMT. le pas de 
variation de la vitesse aiiplaire est de 0,01 rad/sec. Mentionnons que le facteur 
d'asymétrie de l'arbre k , /k ,  est petit et que les relations de Black et McTeman sont 













































Les limites de la région d'instabilité obtenues par MMT sont très rapprochées de 
celles obtenues à l'aide de MP. L'écart maximal entre Ies résultats des deux méthodes 
est atteint pour un facteur d'asymétrie des paliers k; /k,' d'environ 0'15. En bas de 
cette valeur, les fréquences ou et a, sont assez proches, par conséquent on doit 
changer les relations de calcul (voir la section 4.5) pour MP. 
À la figure 6.2 on compare les limites des régions d'instabilité trouvées par la 
méthode de la matrice de transfert (MMT) et par la méthode de perturbation de Black et 
McTeman (MP), pour k,,/k, variable, k,/k,' = 0.2 et c = O. Pour MMT, le pas de 
variation de la vitesse angulaire est de 0'01 rad/sec. Le facteur d'asymétrie des paliers 
ki /k , '  a été choisi suffisamment grand pour que les fréquences ou et a, soient 
suffisamment éloignées. 
Pour des facteurs d'asymétrie de l'arbre kd/km petits. les limites de la région 
d'instabilité obtenues par MMT sont très rapprochées de celles obtenues à l'aide de MP. 
L'écart entre les résultais des deux méthodes augmente avec l'augmentation de k, /km . 
Ce comportement est normal. compte tenu que les relations de Black et McTernan ont 
été obtenues dans l'hypothèse d'un facteur d'asymétrie de l'arbre petit. 
La figure 6.3 donne l'effet de l'augmentation progressive de l'amortissement sur 
la région d'instabilité présentée à la figure 6.1 (asymétrie de l'arbre k , / k ,  = 0.1 et 
asymétrie des paliers k j  /k,' variable). Les résultats ont été obtenus avec la méthode de 
la matrice de transfert. 
On observe que la zone d'instabilité se rétrécit avec l'augmentation du taux 
dkrnortissement. On remarque aussi qu'il existe des taux d'amortissement pour 
lesquels on peut faire disparaître l'instabilité si on augmente l'asymétrie des paliers. 
La figure 6.4 présente l'effet de l'augmentation progressive de l'amortissement 
sur la région d'instabilité, pour une asymétrie de l'arbre k, /k ,  variable et une asymétrie 
des paliers k i  /k,' = 0,l. Les résultats ont été obtenus avec la méthode de la matrice de 
transfert. Pour une asymétrie de l'arbre fixée, la zone d'instabilité se rétrécit ou même 
disparaît quand on augmente le taux d'amortissement. 
6.2.3 Réponse stationnaire 
Pour l'intégration numérique du système périodique. le temps de calcul (CPU- 
time) est proportionnel au nombre d'intervalles par période (Np) et au nombre de 
périodes nécessaires pour atteindre la condition de convergence. 
Le tableau 6.3 présente des résultats obtenus par intégration numérique. pour 
k, /km = 0.1 5, k; / k ;  = 0,l et c = 30 Ndm, en variant Np. 
TABLEAU 6.3 
Choix du nombre d'intervalles par période. 
Amplitude de la réponse horizontale ( 10" m); nombre de périodes. 
Méthode Intervalles/ ' 25 50 
Période rad/s r d s  
1 
intégration 10 0,139 0,823 
numérique (3 (7) 
1 balance I 1 I 1 0,150 / 1,130 1 harmonique I l 
Nous avons choisi 5 vitesses de rotation (parmi lesquelles 100 radsec et 50 
racüsec, proches des vitesses critiques). Nous avons marqué entre parenthèses le nombre 
de périodes nécessaires pour atteindre la condition de convergence. Nous donnons aussi 
les résultats obtenus par la méthode de la balance harmonique présentée à la section 4.6. 
Dorénavant, nous considérons. pour l'évaluation de ia réponse stationnaire. que Np = 90. 
La figure 6.5 compare les réponses stationnaires obtenues par l'intégration 
numérique du système périodique et par la méthode de balance harmonique. pour 
k, /km = O. 15. k; /k;  = 0.1 et un taux d'amortissement c = 30 Ns/m. Le pas de 
variation de la vitesse angulaire est de 1 rad/sec. 
La concordance des résultats obtenus par les deux méthodes est très bonne. On 
observe l'existence de deux pics de l'amplitude de la réponse. Le premier. proche de 
100 radsec. est dû au balourd et il survient dans la zone des fréquences de résonance 
principales ( ou . o ,  et W u  +O" ). L'autre. proche de 50 radsec. est dû à la gravité et 
3 
Li 
il survient auu alentours d'une fréquence de résonance secondaire ( a,, +@,, ,- 
4 
A la figure 6.6 on donne l'effet de l'augmentation progressive de l'asymétrie de 
Iqarbre. I'asyrnétrie des paliers étant fixe. Les résultats ont été obtenus par intégration 
numérique. On observe que. pour un arbre à section symétrique. il n'y a pas de crête due 
à La gravité. 
La figure 6.7 présente l'effet de l'augmentation progressive de l'asymétrie des 
paliers sur I'amplitude de la réponse stationnaire, dans le cas d'un taux d'amortissement 
c = 20 Ns/m (par rapport à l'amortissement critique déduit à la section 6.2.1. cet 
amortissement reste faible). Voyons ce qui se passe dans la zone des fréquences de 
résonance principales. S'il n'y a pas d'asymétrie des paliers, on retrouve le phénomène 
d'instabilité (voir la figure 6.3). En augmentant l'asymétrie des paliers. on fait 
disparaitre l'instabilité. 
6.3 ROTOR AsYMÉTRIQuE - MODÈLE GÉNÉRAL 
6.3.1 Définition des modèles de base 
Nous proposons deux modèles de rotor à analyser. appelés Rotor 2 (voir la figure 
6.8) et Rotor 3 (voir la figure 6.9). 
Les détails du modèle Rotor 2 sont donnés au tableau 6.4. Pour l'arbre, nous 
prenons en considération une variante à section symétrique et une autre à section 
asymétrique. Même si les paliers sont identiques. le mouvement du disque nwest pas 
plan, vu son emplacement non symétrique sur l'arbre. 






m = 1,973 kg. 
J, = J, = 4,932 IO" kg.m2, J,= 9,864 10.' kg.m2. 
m,.d = 3 -946 1 O-' kg.m. P = 45 deg. 
1. Section carrée 
1, = 0,3835 IO-' m4,  I d /  1, = O .  A =  0.6784 10" mL. 
2. Section rectangulaire 
1,= 0.3835 IO" rnJ, I,/I,=0,25, A =  0,6372 10-'m'. 
Les caractéristiques du modèle Rotor 3 sont celles considérées dans Guilhen et 
autres [I 11 pour une application industrielle. Le tableau 6.5 présente les détails de ce 
modèle. II s'agit d'un rotor de compresseur, à vitesse de rotation élevée. pour lequel 
l'effet de la gravité sur la réponse stationnaire est négligeable par rapport à celui des 
















m = 1.26 kg 
J, = J, = 0,00 125 kg.m2, Jy= 0,00249 kg.m2 (rayon R s 62.3 mm) 
m, = 3 g, d=l mm, P = 0. 
m = 1,134 kg, 
J, = J, = 0.00 1 1 kg.m2, J,= 0,0022 kg.m2 (rayon R z 62.3 mm). 
m,= 3 g, d=l mm. P =  180deg. 
LI =L,=0.08m,Lz=L,=0.07m, 
Section circulaire, rayon extérieur R = 18.5 mm. rayon intérieur r = 5 mm. 
A = n ( ~ '  - r') = 0,99667 10" m', E = 2.10'' ~ . m ' .  p = 7750 kg/m5. 
6.3 -2 Résuitats - Modèle Rotor 2 
Pour le maillage de l'arbre, nous avons pris en compte 2 éléments fuiis (voir la 
figure 6.8). Nous avons considéré aussi 4 éléments finis (en ajoutant un noeud de plus 
au milieu de chaque élément de la figure 6.8), mais les résultats obtenus pour l'arbre à 
section symétrique n'ont pas changé (dans la limite de 4 chiffres significatifs). à 
l'exception du point de crête (voir la figure 6.10). 
Le nombre d'intervalles par période utilisé a été Np = 180 pour l'analyse de la 
stabilité et Np = 360 pour l?évaluation de la réponse stationnaire. Ces valeun ont été 
choisies de la même manière que pour le modèle simple (tableaux 6.2 et 6.3). 
Pour l'arbre à section symétrique. nous pouvons observer le mouvement du rotor 
par rapport au repère fixe et par rapport au repère mobile. Dans le premier cas. la 
réponse stationnaire est obtenue par un calcul direct (programme ROTOR-GS), dans le 
deuxième cas il s'agit de l'intégration numérique d'un système périodique (programme 
ROTOR-G). La figure 6.10 présente les résultats, pratiquement les mêmes. obtenus par 
les deux méthodes. Nous obtenons, donc, une validation de la méthode d'évaluation de 
la réponse stationnaire d'un système périodique. 
La figure 6.1 1 présente l'effet de l'asymétrie de l'arbre sur la réponse 
stationnaire. 
Les résultats ont été obtenus par intégration numérique (programme ROTOR-G). 
avec un pas de variation de la vitesse de 10 radkec. 
On peut remarquer la bifurcation de la crête correspondant a la résonance 
principale ainsi que l'apparition dhne nouvelle crête. à une demie de la fréquence de 
résonance principale, lors de l'introduction de l'asymétrie. 
La nouvelle crête est due à la gravité. On a déjà vu ce phénomène au modèle 
simple (voir la figure 6.6). 
Pour comprendre l'autre changement (la bifurcation de la crête principale), il est 
nécessaire d'analyser la stabilité du mouvement. 
Nous avons balayé la zone 100 rad/sec - 400 radkec avec un pas de 1 radkec. 
Pour I'arbre à section symétrique, on n'a identifié aucun intervalle d'instabilité (cela 
démontre qu'il n'existe pas un intervalle d'instabilité de largeur supérieure à 1 rad/sec. 
mais un éventuel point critique, vers 280 rad/sec, reste non décelé). Pour l'arbre à 
section asymétrique, le mouvement devient instable de 25 1 rad/sec à 3 19 radhec. Donc 
la bifurcation de la crête principale lors de l'introduction de l'asymétrie signifie 
l'apparition d'un intervalle d'instabilité. La réponse stationnaire est dépourvue de 
signification physique à l'intérieur de cet intervalle (voir la section 2.2.1). 
À la figure 6.12 nous présentons l'effet de l'asymétrie de l'arbre sur la réponse 
stationnaire, dans le cas où la masse de l'arbre ainsi que l'amortissement des paliers sont 
négligés. Nous introduisons en échange un amortissement externe c = 50 Ns/m. 
Les résultats ont été obtenus par intégration numérique (programme 
ROTOR-GO). Toutefois, pour I'arbre à section symétrique. la réponse stationnaire peut 
être obtenue aussi par un calcul direct (programme ROTOR-GS). 
On remarque I'importance de la prise en compte de la masse de I'arbre. En 
négligeant la masse de l'arbre. la résonance principale passe de 280 radkec a 440 
rad/sec, pour I'arbre à section symétrique. Il faut mentionner toutefois que la masse de 
I'arbre est 2,5 fois plus grande que la masse du disque. 
L'effet de l'asymétrie de I'arbre est le même que dans le cas où on ne néglige pas 
la masse de I'arbre (figure 6.1 1 ). 
L'analyse de la stabilité montre que, pour l'arbre a section asymétrique. le 
mouvement devient instable de 385 rad/sec à 487 radkec. Évidement. on peut faire 
disparaître cette zone d'instabilité si on augmente l'amortissement. 
6.3.3 Résultats - Modèle Rotor 3 
Pour le maillage de l'arbre nous avons considéré premièrement 5 noeuds (voir la 
figure 6.9) et ensuite seulement 4 noeuds. en renonçant au noeud 3. Les résultats obtenus 
étant pratiquement identiques (dans la limite de 4 chifies significatifs). nous avons 
considéré des lors 4 noeuds (donc 3 éléments finis) pour la partition de l'arbre. 
La figure 6.13 présente l'effet de la masse de l'arbre. L'amplitude de la réponse 
stationnaire au noeud 1 a été obtenue par calcul direct (programme ROTOR-GS). 
Le pas de variation de la vitesse est de 50 rpm. 
On voit l'importance de la prise en compte de la masse de làrbre. Si on néglige 
la masse de l'arbre. les deux crètes seront déplacées vers des vitesses de rotation plus 
éIevées. 
À la figure 6.14 nous comparons les résultats obtenus par calcul direct 
(programme ROTOR-GS) et par l'intégration numérique du système périodique 
(programme ROTOR-G). Pour le calcul direct, le pas de variation de la vitesse est de 
500 rpm. Pour I'intégration numérique, le nombre d'intervalles par période utilisé est 
Np = 360. On remarque la très b 0 ~ e  concordance existant entre les résultats obtenus par 
les deux méthodes. 
Pour analyser la stabilité de mouvement, nous avons balayé la zone 20000 rpm - 
40000 rpm avec un pas de 10 radfsec. Nous n'avons identifié aucun intervalle 
d' instabilité. 
Vitesse de rotation 
(radsec) 
FIGURE 6.1 
Région d'instabilit6, par une methode 
de perturbation (MP) et par la methode 
de la matrice de transfert (Y MT). 
Variation de Ieasym&rie des paliers. 
Rotor 1 ; kakm =O, 1 ; CIO. 
Vitesse de rotation 
( radlsec ) 
FIGURE 6.2 
Région d'instabilitb, par une methode 
de perturbation (MP) et par la methode 
de la matrice de transfert (MMT). 
Variation de I'asymdtrie de l'arbre. 
Rotor 1 ; k- lkp =0,2; c=O. 

FIGURE 6.4 
Region d'instabilit6, par la méthode 
de la matrice de transfert. 
Variation de l'amortissement et de 
I'asym6trie de l'arbre. 
Rotor 1 ; k; lki  = 0.1. 
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Vitessm de rotation (racüsec) 
FIGURE 6.5 
Rdponse stationnaire, par la methode de balance harmonique 
(BH) et par inMgration numerique (IN). 
Rotor 1; kd/km= OJ5 ; k; lk; = O,1 ; c = 30 Nalm. 
SO 100 150 
Viïesse de rotation (raâ/sec) 
FIGURE 6.6 
RBponse stationnaire, par inte5gration nurnlfique. 
Variation de I8asym6trie de l'arbre. 
Rotor 1 ; k; /k: = O,1 ; c = 30 Nslm. 
85 90 95 100 105 110 115 
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FIGURE 6.7 
Reponse stationnaire, par intégration nuMrique. 
Variation de I'asymdtrie des paliers. 
Rotor 1; k,n<, = 0,l ; c = 20 Nslm. 
FIGURE 6.8 
Modèle "Rotor 2". 
FIGURE 6.9 
Modèle "Rotor 3". 
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F EURE 6.10 
Wponse stationnaire, 
par calcul direct (RF - repère fixe) et 
par intdgration num6rique (RM - repère mobile). 
Variation du nombre d'Bldments finis (ef). Rotor 2. 
100 150 m 250 300 350 400 
Vitesse de rotation (mdlsec) 
FIGURE 6.11 
RBponse stationnaire, par integralion num6n'que. 
Variation de I'asym6trle de l'arbre (Id n,=0 et IA nn=0,25). 
Rotor 2. 
FIGURE 6.1 2 
Reportse stationnaire par intégration numerique. 
Variation de I'asym6trie de l'arbre (b A-=û et 1, /im=0,25). 
Masse de l'arbre et amortissement des paliers n4gIig6s. 
Amortissement externe c = 50 Nslm. Rotor 2. 
~ 0 0 0  3oooo 40000 
Vitesse de rotation (rprn) 
FIGURE 6.13 
R6ponse aux balourds, par calcul direct. 
Effet de la masse de l'arbre. 
Rotor 3. 
nXKK) 3oooo UMOo 
Vitesse de rotation (rpm) 
FIGURE 6.14 
R6ponse aux balourds, par intdgtation numérique 




Ce mémoire avait pour but: la présentation de la mise en équation du 
comportement des rotors asymétriques, pour un modèle simple ainsi que pour un modèle 
comportant un degré élevé de généralité; l'application de La méthode de la matrice de 
transfert a l'analyse de la stabilité et à l'évaluation de la réponse stationnaire des rotors 
asymétriques. 
La procédure d'application de la méthode de la matrice de transfert est donnée au 
chapitre 3. Les équations de mouvement des deux modèles de rotor ont été présentées 
aux chapitres 4 et 5. 
Pour le modèle générai, nous avons élargi la procédure de modélisation par 
éléments finis élaborée par Nelson et McVaugh [24] pour des rotors a arbres 
symétriques, afin de prendre en compte l'asymétrie de l'arbre. 
Pour le modèle simple, nous avons corrigé la technique de balance harmonique 
développée par Tond [29] pour I'évaluation de la réponse stationnaire. 
La présentation détaillée des équations de mouvement par rapport à un repère 
fixe, ainsi que par rapport à un repère en rotation, a été accompagnée de 17étude des cas 
particuliers importants. Pour le modèle général, dans le cas de l'arbre de masse 
négligeable, nous avons développé une méthode de réduction de la dimension du 
système des équations de muuvement. 
L'utilisation de la méthode de la matrice de transfert aux rotors asymétriques 
s'est avérée fort satisfaisante, tant pour l'analyse de la stabilité que pour l'évaluation de 
la réponse s t a t io~a i r e  (voir le chapitre 6). 
Trois programmes informatiques en langage Fortran, qui utilisent pour le calcul 
de la matrice de transfert et de la réponse s ta t io~ai re  le schéma d'intégration numérique 
de type Runge-Kutta de 4' ordre présenté au chapitre 3. ont été réalisés: ROTOR-S pour 
le modèle simple, ROTOR-G et ROTOR-GO pour le modèle complexe (le deuxième 
pour le cas de l'arbre à masse supposée négligeable par rapport aux masses des disques). 
Pour le modèle simple, tel qu'il a été d é f ~  à la section 4.1. les résultats 
numériques calculés à l'aide du programme informatique ROTOR-S sont en très bonne 
concordance avec: les résultats obtenus en appliquant une méthode de perturbation. pour 
I'analyse de la stabilité; les résultats obtenus en appliquant une méthode de balance 
harmonique. pour l'évaluation de la réponse stationnaire. 
Pou. le modèle général, tel qu'il a été défini à la section 5.1. les résultats 
numériques calculés à I'aide des programmes infornatiques ROTOR-G et ROTOR-GO 
ont été confrontés avec les résultats obtenus par calcul direct, pour le cas particulier de 
l'arbre à section syrnéîrique, où le calcul direct devient possible. Les résultats du 
programme ROTOR-GO ont été confrontés, aussi, avec les résultats du programme 
ROTOR-S. pour le cas du modèle simple de rotor asymétrique. La concordance des 
résultats ainsi obtenus a été très bonne. 
L'influence de l'asymétrie de la partie en rotation (arbre) et de l'asymétrie de la 
partie fixe (paliers), ainsi que l'influence de I'amortissement externe et de la masse de 
l'arbre sur le comportement des rotors ont été évaluées. Nous donnons ci-dessous les 
principales remarques: 
- il n'y a pas d'intervalle d'instabilité pour un rotor dont la partie en rotation est 
symétrique, même si la partie fixe est asyméîrique (voir les figures 6.4,6.10,6.14); 
- l'asymétrie de la partie en rotation peut causer l'apparition d'un ou plusieurs 
intervalles d'instabilité aux alentours de la vitesse de résonance principale (voir les 
figures 6.4,6.11 et 6.12); 
- si la partie en rotation est asymétrique, l'augmentation de l'asymétrie de la 
partie fixe peut avoir soit un effet déstabilisateur (en l'absence de l'amortissement 
externe - voir la figure 6.1). soit un effet stabilisateur (si on suppose l'existence d'un 
faible amortissement externe - voir les figures 6.3 et 6.7); 
- l'amortissement externe agissant sur les disques a un effet stabilisateur. 
contribuant a la diminution sinon à la disparition des intervalles d'instabilité (voir les 
figures 6.3 et 6.4); 
- en négligeant la masse de l'arbre, les vitesses critiques seront surévaluées (voir 
la figure 6-13). 
Nous pouvons dire que nous disposons d'une méthode adéquate pour prédire le 
comportement des rotors asymétriques. 
Une poursuite logique de cette éîude serait I'augmentation du degré de généralité 
du modèle de rotor asymétrique. Premièrement. en considérant l'asymétrie des disques. 
le cisaillement de la section de l'arbre, le non-balancement de la section de l'arbre. 
l'amortissement interne de l'arbre. Ensuite, en renonçant à l'hypothèse que les 
directions principales de la section soient fixes le long de l'arbre. L'effet de l'élasticité 
des disques reste aussi à évaluer. 
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ANNEXE A-1 
EXPRESSION DE L'ÉNERGIE CINÉTIQUE DU MODÈLE SIMPLE 
Le mouvement du disque étant plan, son énergie cinétique sera 
T, =tm(ti12 + kI2). (A-1.1) 
On doit ajouter l'énergie cinétique du balourd (voir la figure 4.3): 
T~ = +mb( i :  + ié), (A- 1 -2) 
avec Xe et z ~ ,  les composantes du vecteur de position du balourd par rapport au repère 
fixe X Y Z ,  données par 
xB =ul +sin(Qf+p) et zB = wI + cos(C2t + p) . (A- 1.3) 
En substituant (A-1.3) dans (A-1.2) et en ajoutant Te à TD, on obtient 
l'expression de l'énergie cinétique totale: 
Plusieurs auteurs ont préféré introduire le non-balancement du rotor d'une 
manière différente, en considérant que le disque est attaché excentriquement à I'arbre. 
Dans ce cas, le rayon d et l'angle de phase P définissent l'emplacement du centre de 
masse du disque par rapport aux axes principaux de la section de I'arbre. au point 
d'attache. 11 est facile de montrer que l'énergie cinétique du disque aura l'expression: 
T = :m(irl2 + 1.4') + *Y, cos(S2t + B) - 14 sin(Rt + B)] (A- 1.5) 
Si dans (A-1.4) on néglige la masse du balourd mb par rapport à la masse du 
disque m, (A- 1.4) et (A- 1 5) prennent la même foxme: 
T = +m(ù12 + kj') + b~[zi, cos(Qt + P) - sin(S2t + P)] 
avec b, le moment de la masse excentrique. 
(A- 1 -6) 
ANNEXE A-2 
TRANSFORMATION DES ÉQUATIONS DE MOUVEMENT 
DU MODÈLE SIMPLE 
Considérons le système d'équations qui décrit le mouvement du disque par 
rapport au repère fixe: 
avec 
cos 2Qt -sin 2Qt 
O 1 -sin 2Qt - cos 2Qt 
En substituant (A-2.3) et (A-2.4) dans (A-2.2), on obtient: 
avec 
~ ( t )  = ( k m  +k&, +k t , . ) -kd2  -kd(k,, -k , , . ) cos (2~t )  
1 
~ ( t )  =- (1 - a cos 2 ~ r )  
B 
(A-2.8) 
et on considère l'expansion en série de Fourier de VA: 
C1I 
avec p = 
J i 7  
En substituant (A-2.9) dans (A-2.5), on obtient 
b) 
[K] = (1 + 2~ pk cos 2MZr)([ O* + p2 
k = l  0 
(on suppose k, > kW ). 
En effectuant le produit des deux parenthèses dans (A-2.10), on arrive à 
l'expression 
O a, cos 2RRt dk sin 2M2t 
0.)'+b,,]+m~[dkSh2mt ~ C O S ~ ~ I  , (A-2.14) 
avec 
Le système d'équations (A-2.1) prend donc la fome: 
+q a, cos 2M2t dk sin 2M2t (A-2.1 6 )  
k.1 dk 4 COS 2M2t 
Mentionnons que nous avons apporté une correction à l'expression (A-2.10) de la 
matrice [KI, par rapport à l'expression similaire de Tondl, en introduisant le facteur p, 
défini par (A-2.13). Par conséquent, les expressions (A-2.1 5) des coefficients ai, b,, et di 




Cette annexe contient des matrices utilisées dans le chapitre 5 (à l'exception de 
[T.] ,utilisée aussi dans le chapitre 4). 
Table I : 
Table 2: 
Table 3 : Matrices [Km], [K,] = [K,,] et [K,,] . 
[ ~ 2  1 
[CI=[ [q]= 
-sinGt cosm O O 
O O cosm - s i n Q r '  (A-3.2) 

- sin nt 
cos m 
+ L sin S2t 
6 L COS Rt 




Table 3 : 
ANNEXE A-4 
ÉQUATIONS DE MOUVEMENT DE L'ÉLÉMENT D'ARBRE 
Étuciions premièrement l'effet de la masse de l'arbre et de la gravité, ensuite 
l'effet de l'élasticité de l'arbre. Dans chaque cas, nous déterminons la contribution aux 
équations de mouvement dans le repère fixe et dans le repère mobile. 
Effet de la -se de l'arbre et de la gravité 
Considérons l'expression de l'énergie cinétique de l'élément d'arbre (5.3.20) et 
l'expression du travail virtuel du poids de l'arbre (5.3.23). En appliquant le fornialisme 
des équations de Lagrange, on obtient 
[ M ~ ( ~ ) ] { & ]  +Q[G](&}+-= { Q ~ }  + {Q,) , ( A 4  1 ) 
où [M,] est la matrice de masse, ayant l'expression 
avec 
L 
[KI = PL I[D]' [~b, (r - rotation) (A4.2.c) 
O 
L 
[ M ~ , ~ ]  = I J [ D ] ~ [ '  - J D b ,  (d'c - déviation, cosinus) 
O 
[G] est la matrice gyroscopique, ayant l'expression 
{Q, ) , déduit à partir de l'expression du travail virtuel du poids de l'arbre, 
représente l'effet de la gravité, 
( Q ~ )  contient des forces de liaison, qui disparaîtront à l'assemblage des matrices 
élémentaires. 
Dans les expressions (A-4.2)' 
[ N ]  est la matrice des fonctions de forme et [D] =[$ N ]  . 
1 = ( 1  + 1 )  Id = ( 1  -1 )  et 1, = 1, + IX , où 1, et 1, sont les moments 
d'inertie principaux de la section, 
L est la longueur de I'élément d'arbre, A est l'aire de la section. p est la densité 
du matériau. 
Les matrices [ M , ]  , [ M , ]  , [M,,] [Md , ]  et [G] . ainsi que le vecteur (Q, } 
sont donnés a la table (2) de l'annexe A-3. 
Pour écrire le système des équations de mouvement par rapport au repère mobile. 
on prend en compte la transformation de coordonnées (6,) = [T , ] {&} ,  avec [T, ]  
donnée à la table (1) de l'annexe A-3, et on obtient 
avec [ H , ]  donnée aussi à la table (1) de l'annexe A-3. 
En substituant les relations (A4.3) dans (A-4. 1)' on obtient: 
(A-4.5.a) 
(A-4.5. b) 
(rigidité due à la masse) (A-4.5.c) 
(A-4.5 .d) 
Si on introduit l'expression (A-4.2.a) de [M,] dans (A-4.5.a), on arrive à: 
[%]=[Mt]f [M,]+[M~]> (A-4.5.0 
avec [M,] donnée par (A-4.2.b), [M,] donnée par (A-4.2.c) et [M,]  = [ M , , ] ,  où 
[M,, ] est donnée par (A-4.2.d). 
En substituant (A-4.2.f) dans (A-4.5.e), on obtient: 
Les matrices [ M , ]  , [M,], [M,] et [G] . ainsi que le vecteur {g,) , sont 
donnés à la table (2) de l'annexe A-3. 
Effet de l'élasticité de l'arbre 
L'expression de l'énergie de déformation (5.3.24) peut être mise sous la forme 
{El} =   BI{^. 1. avec (B] = 5 IN]. 
En substituant (A-4.7) dans (A-4.5)' on obtient 
où [ F ~ ' ~ ) ]  est la matrice de rigidité due à la déformation (on lui a mis I'exposant nd» 
pour la distinguer de la matrice de rigidité due à la masse), ayant l'expression 
avec 
(m - moyenne) 
et [ ~ r ] = " ~ j [ ~ ] . [ ~  O d [ B ~ Y -  (d - déviation) 
Les matrices [Km] et [K,] sont données à la table (3) de l'annexe A-3. 
Pour déduire la matrice de rigidité par rapport au repère fixe, on substitue 
On a une relation analogue à (A-4.7) 
que l'on introduit dans (A-4. 10). Il résulte 
(1' = + (6. ] ' [ K A ] { ~ J  9 
avec 
Les matrices [K,,,]  [K,,] et [K,,] sont données à la table (3) de  annexe A-3. 
ANNEXE A-5 
RÉPONSE STATIONNAIRE 
DANS LE CAS DE L'ARBRE À SECTION SY~~ÉTRIQUE 
On reprend le système (5 -4.1 0): 
La réponse stationnaire due au poids est la solution du système algébrique 
[ q a p  } = {QP ) (A-5.2) 
sin@ + B) 
Vu que { } = R{{Y}~@'+") , le ternir libre ( i))  peut itre mir 
cos(nr + a) 
SOUS la f o m  { ~ , ( t ) }  = R~({v, ]el("")), où {v,} est un vecteur dont les éléments sont 
des constantes complexes. La réponse stationnaire due aux balourds sera 
(6, ( r ) )  = ~ e ( r ( t ) }  , où (s(t)] e n  la solution périodique du système en variable 
complexe 
En introduisant l'expression { z }  = (z, }eo  dans le système d'en haut, on obtient 
un système algébrique ayant {r, ) comme inconnue: 
A la fin on obtient donc la réponse stationnaire recherchée: 
(6cr)) = q k o  km)  +(6, ) 
ANNEXE A-6 
PROGRAMMES INFORMATIQUES 
A la figure A-6.1. nous présentons l'organigramme condensé des trois 
programmes conçus pour l'analyse de la stabilité et le calcul de la réponse stationnaire 
des rotors ayant une double asymétrie: de la partie en rotation (arbre) et de la partie fixe 
(paliers). 
ROTOR-S est utilisable dans le cas du modèle simple de rotor. tel qu'il a été 
défini à la section 4.1. 
ROTOR-G et ROTOR-GO sont utilisables dans le cas du modèle complexe de 
rotor, tel qu'il a été défini à la section 5.1. ROTOR-GO ne prend pas en compte la 
masse de l'arbre et I'amortissement des paliers. Il est utile surtout quand la complexité 
du rotor impose la considération d'un trop grand nombre de noeuds pour le maillage de 
l'arbre. 
Les figures A-6.2, A-6.3. A-6.4 et A-6.5 présentent les sous-programmes des 
trois programmes mentionnés ci-haut, plus ceux du programme ROTOR-GS. 
ROTOR-GS calcule la réponse stationnaire des rotors dont seulement la partie 
fixe (les paliers) est asymétrique, tandis que la partie en rotation (l'arbre. les disques) est 
symétrique. Ce programme est utilisable tant pour le modèle simple que pour le modèle 
complexe de rotor. 
Les tableaux A-6.1 et A-6.2 présentent les fichiers de données des quatre 
programmes (SIM.DAT pour ROTOR-S, GEN-DAT pour les trois autres programmes). 
stzbilité I réponse stationnaire 
I I 
[ Valeurs propres de [U(T)]) ( Calcul de {x(o)] 1 
(et analyse de la stabilité ) 
FIGURE A-6.1 
f 
Impression des résultats 
Organigramme condensé des programmes 
ROTOR-S, ROTOR-G et ROTOR-GO 
(le calcul est réitéré pour chaque vitesse de rotation). 
programme - - -- -. - - - _ - - -- - - _ - ---- - 










VALP- 1 2 
i MATSYS j [ TL-RF 
Sous-programmes principaux du programme ROTOR-S 
Lecture des données 
Impression des données 
Calcul de la matrice de transfert éIémentaire tp + h)] 
Intégration numérique du système non homogène 
Ix') = [W])I(xJ + (f (41 
Calcul de la matrice du système [ A ( ~ ) ]  
Calcul du terme libre (f (p)} (RF = repère fixe) 
Résolution d'un système algébrique linéaire 
Calcul des valeurs propres 
programme - - - - - - - - - - - -_  - - ---- - - - - 1 ROTOR-G 1 R-INPUT 
1 ME-RM ( 1 CE-RM 1 
SYSTEM 
FIGURE A-6.3 Sous-programmes principaux du programme ROTOR-G 
Assemblage des matrices élémentaires de masse. d'amortissement et de 
rigidité (RM = repère mobile) 
MEMERM Calcul de Ia matrice de masse de l'élément d'arbre 
CE-RM Calcul de la matrice gyroscopique de l'élément d'arbre 
KE-RM Caicui de la matrice de rigidité de l'élément d'arbre 
Voir la figure A6.2 pour le reste. 
programme - - - - - ----- - _ - - -  - - - - - - - -  
ROTOR-GO 1 R-INPUT 
1 MAT-KD KE-RF # 
VALP-12 SYSTEM 
FIGURE A-6.4 Sous-programmes principaux du programme ROTOR-GO 
MAT-KD Calcul de la matrice de ngidité réduite, donnée par la relation (5.4.9) 
Calcul de la matrice de rigidité de I'élément d'arbre (RF = repère fixe) 
Voir la figure A6.2  pour le reste. 
l programme _ - - ---  - - - -  _ - -_ - - -  - -- - --  ROTOR-GS I R-INPUT 
[ TLB-RF j [ TLP-RF 1 
[ ME-RF 1 [ CE-RF [ KE-RF ] 
SYSTEM 
FIGURE A-6.5 S ou-programmes principaux du programme ROTOR-GS 
TLB-RF Calcul du terme libre dû au balourd (RF = repère fixe) 
TLP-RF Calcul du terme libre dû aüx poids des disques et de l'arbre 
MT-RF Assemblage des matrices élémentaires de masse 
ME-w Calcul de la matrice de masse de l'élément d'arbre 
CT-RF Assemblage des matrices élémentaires d'amortissement 
CE-RF Calcul de la matrice gyroscopique de I'élément d'arbre 
- R F  Assemblage des matrices élémentaires de rigidité 
KE3.F Calcul de la matrice de rigidité de l'élément d'arbre 
Voir la figure A-6.2 pour le reste. 
TABLEAU A d .  1 Fichier informatique SIM.DAT 
FICHIER DE DONES - ROTOR-S. 
******************************************** 
ARBRE: 
fi, Kz (Nm 
.495e5, .405e5 
DISQUE: 
m Ocg), mb-d (.kg.@, beta (deg) 
3 ., 0-00 I , o., 
AMORTISSEMENT EXTERNE ( N S h )  
30., 
PALIERS: 
Ku, Kw (N/m) 
S50e5, .450e5, 
NOMBRE D'INTERVALLES DANS UNE PÉRIODE: NIP 
90 
VITESSES DE ROTATION: nombre, minimum, maximum (radsec) 
71, IO., 80., 
STABILITÉ / AMPLITUDE DE LA RÉPONSE PÉRIODIQUE ? (112) 
9 
L 
CALCUL DE LA RÉPONSE PÉRIODIQUE: 
Avedsans l'effet du poids ? (1/0) 
1 
Nombre de périodes maximal, erreur relative 
10, 1 .e-4 
TABLEAU A-6.2 Fichier informatique GEN.DAT 
FICHER DE DONNÉES - ROTOR-G, ROTOR-GO, ROTOR-GS 
************************************************************ 
N noe. (maxS), N-disques (1  ou 2), Nqaiien (2 ou 3) 
5,1,2 
ARBRE: 
Module de Young (N/m2), masse spécifique (kg/m3) 
2.e 1 1,7750. 
L, k, Iz, A (m, m4, mî) pour l'élément (i,i+l),i=l ,N-noe.4 
0.2, .479375e-7, 287625e-7,0.6372e-3, 
0.2, .4793 75e-7, .287625e-7,0.63 72e-3, 
0.3, .479375e-7, .287625e-7,0.6372e-3, 
0.3, .4793 75e-7, .287625e-7,0.63 72e-3, 
DISQUES: 
N-d, m Ocg), Jx, JY O r g d ) ,  mb (kg), d (ml, (deg) 
3, 1.973,0.4932e-2,0.9864e-2, 1.973,0.002,45. 
AMORTISSEMENT EXTERNE (Ndrn) 
o. 
PALIERS: 
Noaid l Kxx,Kxz,Kn<,.Kzz (N/m) I Cxx ,CqCzx ,Ca  (N.s/m) 
1, 
0.368e7, O., O., 0.552e7, 
0.476, O., O.. 0.714, 
5,  
0.368e7, O., O., 0.552e7, 
0.476, O., O., 0.714, 
NOMBRE D'INTERVALLES DANS UNE PÉRIODE: NIP 
360 
VITESSES DE ROTATION: nombre, minimum, maximum, IUM (1-rad/s;Zrpm) 
3 1, 1 OO., 400., 1 
STABILITE I AMPLITUDE DE LA RÉPONSE PÉRIODIQUE ? (112) 
2 
CALCUL ITÉRATIF DE LA RÉPONSE PÉRIODIQUE: 
Noeud 
3 
Avec/sans l'effet du poids ? (1 /O) 
1 
Nombre de périodes maximd, erreur relative 
3, 1.e-4 
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